
Τομι Ημιεπιπζδων 

Γραμμικόσ Προγραμματιςμόσ 

Εφαρμογι: Βιομθχανικι Παραγωγι 
με Μιτρεσ 



Τν Πξόβιεκα ηεο Χύηεπζεο 

Για δεδομζνο αντικείμενο υπάρχει μιτρα από 
τθν οποία μπορεί να αποκολλθκεί; 

Το αντικείμενο 
δεν  μπορεί να 
αποκολλθκεί 

μιτρα  1 

Το αντικείμενο 
μπορεί να 
αποκολλθκεί 

Υποκζςεισ 

Το αντικείμενο είναι πολυεδρικό 

Η μιτρα αποτελείται από ζνα τμιμα μόνο 

 Δεν μποροφμε να καταςκευάςουμε 
ςφαίρεσ με μιτρεσ από ζνα τμιμα. 

Το αντικείμενο κα πρζπει να αποκολλάται με 
μία κίνθςθ μετατόπιςθσ. 

 Οι βίδεσ δεν μποροφν να αποκολλθκοφν 
με μία απλι κίνθςθ μετατόπιςθσ. 

μιτρα 2 



Χύηεπζε 

Πϊσ επιλζγουμε τον προςανατολιςμό; 

Το αντικείμενο ζχει μία οριηόντια άνω ζδρα, που είναι  και θ 
μοναδικι που δεν είναι ςε επαφι με τθ μιτρα.  

# πικανϊν προςανατολιςμϊν = # εδρϊν 

Ζνα αντικείμενο είναι χυτεφςιμο αν μπορεί να 
αποκολλθκεί από τθ μιτρα του για κάποιον 
προςανατολιςμό. 

Για κάκε προςανατολιςμό, βρίςκουμε αν υπάρχει κατεφκυνςθ κατά τθν 
οποία μπορεί το αντικείμενο να αποκολλθκεί. 

Πϊσ βρίςκουμε αν ζνα αντικείμενο είναι χυτεφςιμο; 



Χυτευςιμότθτα 



Πην Τππηθά… 

πολφεδρο 

Η μιτρα είναι ζνασ ορκογώνιοσ όγκοσ 
με μία κοιλότθτα που ταιριάηει 
ακριβώσ ςτο P.  

Η άνω ζδρα τθσ μιτρασ αντιςτοιχεί ςτο 
xy-επίπεδο. 

Η άνω ζδρα του πολφεδρου είναι 
επίςθσ ςτο xy-επίπεδο. 

Συνήθης ζδρα f: μία ζδρα του πολυζδρου διαφορετικι τθσ άνω ζδρασ 
του.  

F  : θ ζδρα τθσ μιτρασ που αντιςτοιχεί ςτθν f του πολυζδρου. 

Πρόβλθμα:  Υπάρχει κατεφκυνςθ d (διάνυσμα) ζτςι ώςτε το P να 
μπορεί να μετατοπιςτεί χωρίσ ςφγκρουςθ με τθ μιτρα; 

P 



Αλαγθαία Σπλζήθε γηα Απνθόιιεζε 

P 

Το d ζχει κετικι z ςυνιςτϊςα (ανοδικι πορεία) 
d 

Η μετατόπιςθ τθσ ζδρασ f μπορεί μόνο να 
ολιςκιςει ςτθν αντίςτοιχθ ζδρα F τθσ μιτρασ. 

  θ F εμποδίηει τθ μετατόπιςθ αν το d 
δθμιουργεί μία γωνία > /2 με τθν εξωφερι 
τθσ κάκετο η(F). 

  θ d πρζπει να ζχει γωνία > /2 με τθν 
εξωφερι κάκετο κάκε ζδρασ του P για να 
είναι επιτυχισ θ μετατόπιςθ.  

d 

η(F) 

η(f) d 



Δίλαη Ιθαλή θαη Αλαγθαία Σπλζήθε 

Θεώρθμα:  Το P μπορεί να αποκολλθκεί από τθ μιτρα του 
μζςω μίασ μετατόπιςθσ κατά τθ διεφκυνςθ d αν και μόνο 
αν το d ςχθματίηει γωνία ≥ π/2 με τθν εξωφερι κάκετο κάκε 
ςυνικουσ ζδρασ του P.  



Αλ Κάλνπκε Πνιιέο Μεηαηνπίζεηο; 

Ζςτω ζνα πολφεδρο που αποκολλάται μετά από μία 
ακολουκία μετατοπίςεων.  

 Υπάρχει τουλάχιςτον μία κατεφκυνςθ d με γωνία  /2 
με τθν εξωφερισ κάκετο κάκε ςυνικουσ ζδρασ του 
πολυζδρου. 

 Άρα είναι αποκολλιςιμο κατά τθν κατεφκυνςθ d.  

Επομζνωσ, πολλαπλζσ μετατοπίςεισ δεν βοθκάνε. 



Γεωκεηξηθή Δξκελεία 

z =1 

x 
y 

z 

Ζςτω d = (dx, dy, 1) 

Ζςτω η = (ηx, ηy, ηz) το εξωφερζσ κάκετο 
διάνυςμα μίασ ζδρασ. Τότε: 

η 

η · d = 0 

  μία επιφάνεια ςτθ μία πλευρά  τθσ 
γραμμισ η · d = 0 ςτο επίπεδο z = 1.  

  όταν θ ζδρα του P είναι οριηόντια 
(π.χ. ηx = 0 και ηy = 0) τότε ο 
περιοριςμόσ είναι πάντα αλθκισ για 
όλα τα d ι πάντα ψευδισ 

ηxdx + ηydy + ηz ≤ 0 



Τν Γεωκεηξηθό Πξόβιεκα 

Κάκε μθ οριηόντια ζδρα ορίηει ζνα 
κλειςτό θμιεπίπεδο του επιπζδου z = 1. 

Η τομή όλων αυτϊν των θμιεπιπζδων είναι 
το ςφνολο των ςθμείων που αντιςτοιχοφν ςε 
κατευκφνςεισ κατά τισ οποίεσ το πολφεδρο 
μπορεί να αποκολλθκεί. 

Πρόβλθμα: Δοκζντων θμιεπιπζδων ςτο 2D, να βρεκεί θ τομι τουσ. 

Ζλεγχοσ χθτευςιμότθτασ: Ελζγχουμε όλεσ τισ ζδρεσ ωσ άνω ζδρεσ. 

Αν το P είναι χθτεφςιμο, μία μιτρα  και μία κατεφκυνςθ 
μετατόπιςθσ μποροφν να υπολογιςτοφν ςτον ίδιο χρόνο. 

Αυτό μπορεί να γίνει ςε αναμενόμενο O(n2) χρόνο και O(n) χώρο. 



Τνκή Ηκηεπηπέδωλ 

Δίνονται n θμιεπίπεδα (κυρτά ςφνολα) 

hi  :     ai x + bi y    ci , 1   i    n  

Η τομι τουσ είναι μία κυρτι περιοχι του επιπζδου.  

Κυρτι πολυγωνικι περιοχι 

Το πολφ n ακμζσ 

Μπορεί να μθν είναι φραγμζνθ 

Μπορεί να εκφυλίηεται ςε γραμμι, ευκφγραμμο τμιμα, 
ςθμείο ι και το κενό ςφνολο.  



Μεξηθέο Πεξηπηώζεηο 



Αιγόξηζκνο Γηαίξεη θαη Βαζίιεπε 

IntersectHalfplane(H) 

Input: Ζνα ςφνολο H από n θμιεπίπεδα ςτο επίπεδο 

Output: Ή κυρτι πολυγωνικι περιοχι C = hH h 

1. Αν |H| = 1  

2.      τότε C  το μοναδικό θμιεπίπεδο h  H 

3.      αλλιϊσ χωρίηουμε το H ςε H1 και H 2 μεγζκουσ n/2 και n/2. 

4.              C1  IntersectHalfplane(H1)  

5.              C2  IntersectHalfplane(H2)  

6.              C   IntersectConvexRegion(C1, C2) 



IntersectHalfplane(H) 
Input: Ζνα ςφνολο H από n θμιεπίπεδα ςτο επίπεδο 
Output: Ή κυρτι πολυγωνικι περιοχι C = hH h 
1. Αν |H| = 1  
2.      τότε C  το μοναδικό θμιεπίπεδο h  H 
3.      αλλιϊσ χωρίηουμε το H ςε H1 και H 2 μεγζκουσ n/2 και n/2. 
4.              C1  IntersectHalfplane(H1)  
5.              C2  IntersectHalfplane(H2)  
6.              C   IntersectConvexRegion(C1, C2) 

Απόδνζε 

Ζςτω T(n) ο χρόνοσ για n θμιεπίπεδα. 

// T(n/2) 

// O(n log n) 

// T(n/2) 

T(n)  =   
O(1)                               αν n = 1  

O(n log n) + 2T(n/2)    αν n > 1. 
 T(n) = O(nlog2n) 



Βειηίωζε 

Ο αλγόρικμοσ τομισ κυρτϊν περιοχϊν (Κεφ. 2 ) είναι αρκετά 
γενικόσ και δεν εκμεταλλεφεται τισ ιδιαιτερότθτεσ του 
προβλιματοσ.  

Μποροφμε με κάποιο τρόπο να εκμεταλλευτοφμε 
περιςςότερο τθν κυρτότθτα;  

Υπόκεςθ (εκφυλιςμοί): 

Οι περιοχζσ των οποίων κζλουμε να υπολογίςουμε τθν τομι 
είναι διςδιάςτατεσ. 

Οι εκφυλιςμζνεσ περιπτϊςεισ είναι πιο απλζσ (αν είναι 
γραμμζσ ι ςθμεία). 



Αλαπαξάζηαζε Κπξηήο Πεξηνρήο 

αριςτερό 
ςφνορο 

δεξιό 
ςφνορο 

Το αριςτερό και δεξιό ςφνορο αποκθκεφονται 
ωσ ταξινομθμζνεσ λίςτεσ θμιεπιπζδων κατά τθ 
διάρκεια τθσ διαπζραςθσ από πάνω προσ τα 
κάτω. h 2 h 1 

h 4 

h 3 

h 5 

h 6 

Οι λίςτεσ L και R.  

L(C) : h1, h5, h4 

Οι κορυφζσ μποροφν να 
υπολογιςτοφν ωσ τομζσ διαδοχικϊν 
οριοκετικϊν ευκειϊν. 

Μία οριηόντια ακμι ανικει  ςτθν L αν 
φράςςει το C από πάνω, αλλιϊσ ανικει 
ςτθν R. 

C 

R(C) : h2, h3, h6 



Σάξωζε Δπηπέδνπ 

Σαρϊνουμε προσ τα κάτω για να ςυγχωνεφςουμε δφο κυρτζσ 
περιοχζσ C1 και C2.  

l_e_C1, r_e_C1, l_e_C2, r_e_C2 

Το πολφ 4 ακμζσ τζμνουν τθ γραμμι ςάρωςθσ.  

Ο αντίςτοιχοσ δείκτθσ είναι nil αν δεν υπάρχει τομι. 

C 1 

C 2 

r_e_C1 
l_e_C1 

l_e_C2 

r_e_C2 = nil 



Γελ Χξεηάδεηαη Οπξά Σπκβάληωλ 

Το επόμενο ςυμβάν: 

Το υψθλότερο από τα κάτω άκρα των τεςςάρων ακμϊν που 
τζμνουν τθν γραμμι ςάρωςθσ.  

Η ςάρωςθ ξεκινά ςτθν τεταγμζνθ τθσ υψθλότερθσ κορυφισ των 
C1 και C2 ςυνόρων ι ςτο  αν κάποιο από αυτά ζχει μία ακμι που 
εκτείνεται ςτο άπειρο προσ τα πάνω.  

O(1) 

Για τθν νζα ακμι e μπορεί να ιςχφουν τα εξισ: 

1. ανικει ςτθν C1 και ςτο αριςτερό ςφνορο 

2. ανικει ςτθν C1 και ςτο δεξιό ςφνορο 

3. ανικει ςτθν C2 και ςτο αριςτερό ςφνορο 

4. ανικει ςτθν C2 και ςτο δεξιό ςφνορο 



Αξηζηεξό Σύλνξν ηνπ C1 (1) 

p: άνω άκρο τθσ e. 

Κάνουμε 3 βιματα ςε ςχζςθ με τα e και p για τθν τομι C:   

e 

p 

1.  Το p κείται εντόσ του C2  

Κακορίηεται ελζγχοντασ αν το p είναι μεταξφ 
των l_e_C2 και r_e_C2.  

Πρόςκεςθ του θμιεπιπζδου που περιζχει το e 
ςτο ςφνορό του ςτθ λίςτα L(C).   

2.   θ e τζμνει τθν l_e_C2. 

 το C ζχει ακμι με το p ωσ άνω άκρο.  

 θ τομι είναι κορυφι του C. 

 Η ακμι του C που ξεκινά από τθν τομι είτε 
είναι τμιμα τθσ e ι τθσ l_e_C2. 

Πρόςκεςε τισ κατάλλθλεσ ακμζσ ςτθν λίςτα L(C).   
2 νζεσ ακμζσ 

p 

l_e_C2 

e e 

l_e_C2 

p 



Αξηζηεξό Σύλνξν ηνπ C1 (2) 

3.  θ e τζμνει το r_e_C2. 

p 

e 

r_e_C2 

 Οι δφο ακμζσ ςυνειςφζρουν από μία ακμι ςτο C που ξεκινά από το 
ςθμείο τομισ τουσ.  

Περίπτωςθ 1.  οι νζεσ ακμζσ ξεκινάνε από τθν τομι 
Προςκζτουμε το θμιεπίπεδο που ορίηει τθν e ςτθν λίςτα L 
και το θμιεπίπεδο που ορίηει τθν r_e_C2 ςτθν λίςτα R.   

Περίπτωςθ 2.  οι νζεσ ακμζσ τελειϊνουν ςτθν τομι 

Δεν κάνουμε τίποτα αφοφ αυτζσ οι ακμζσ ζχουν ιδθ 
ανακαλυφκεί από άλλεσ περιπτϊςεισ. 

e r_e_C2 

p 



Απόδνζε 

Απαιτείται O(1) χρόνοσ για το χειριςμό κάκε ακμισ. 

Η τομι δφο κυρτϊν πολυγωνικϊν περιοχϊν απαιτεί O(n) χρόνο.  

Αναδρομι: 

T(n)  =   
O(1)                             αν n = 1  

O(n) + 2T(n/2)           αν n > 1. 

Θεώρθμα: Η τομι n θμιεπιπζδων ςτο επίπεδο μπορεί να 
υπολογιςκεί ςε O(nlogn) χρόνο και O(n) χϊρο. 

 T(n) = O(nlogn) 



Μποροφμε Καλφτερα; 

• Όχι αν κζλουμε να βροφμε όλεσ τισ 
κατευκφνςεισ (αντίςτοιχο με πρόβλθμα 
ταξινόμθςθσ) 

 

• Ναι, αν ψάχνουμε ζνα ςθμείο μόνο (μία 
κατεφκυνςθ) 



Τυχαιοκρατικός Αυξητικός 
Αλγόριθμος 



Τν Πξόβιεκα Γξακκηθήο 

Βειηηζηνπνίεζεο 

σπό ηοσς περιοριζμούς: 

dd xcxcxc  2211

ndn dnn

dd

dd

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







2211

2222 212 1

1121 211 1



μεγιζηοποίηζη 

Γραμμικό πρόγραμμα διάζηαζης d 



Εφικτή 
Περιοχή 

Γύν Γηαζηάζεηο 

Βζλτιςτοι 
βαςικοί 
περιοριςμοί 

μεγιζηοποίηζη x1  +  8x2  

 

σπό ηις προϋποθέζεις: 

 

(1)    x1                   3  

(2)                x2       2 

(3) –3x1  +  4x2     14 

(4)   4x1  –  3x2      25 

(5)    x1   +   x2      15 

x2 

x1 

(1) 

(2) 

(4) 

(5) 

(3) 

(5) 

(3) 

x1  = 46/7 
x2  = 59/7 



Απμεηηθόο Αιγόξηζκνο 
Μέθοδορ: Απμεηηθή πξόζζεζε πξνϋπόζεζεο δηαηεξώληαο ηελ ηξέρνπζα βέιηηζηε θνξπθή. 

Είζοδορ: (H, c),     H = {h1, h2, … , hn} n εκηεπίεδα,   

     c = δηάλπζκα απνηηκεηηθήο ζπλάξηεζεο 

Έξοδορ: Με εθηθηό: (i, j, k), ή 

  κε-θξαγκέλν: , ή  

  βέιηηζην: v = argmaxx { c
Tx |  x  h1  h2 … hn}. 

 

Οπιζμόρ: C(i) = h1  h2 … hi,  γηα i = 1…n 

               vi = βέιηηζηε θνξπθή ηνπ C(i) ,   γηα i=2..n.      cTvi = max { cTx |  x  C(i) } 

 Ιζρύεη: C(1)  C(2)  …  C(n). 

 

e 

Γελ ππάξρεη 

κνλαδηθό βέιηηζην 

v 

Μνλαδηθό Βέιηηζην Με θξαγκέλε 

 

c 

Γπλαηέο Πεξηπηώζεηο: 

Αλέθηθην 

hi 
hj 

hk 



Απαίτθςθ 
Η ιύζε θάζε ελδηάκεζνπ πξνβιήκαηνο είλαη θαιά νξηζκέλε 

θαη κνλαδηθή. 

c 

cx, cy < 0: Πξνζζέηνπκε ηνπο πεξηνξηζκνύο: 

px, py ≥ −M (M θαηάιιεια κεγάινο αξηζκόο) 

−M 

−M 

Με θξαγκέλε 

 

e 

Γελ ππάξρεη 

κνλαδηθό βέιηηζην 

Παίξλνπκε ηελ ιεμηθνγξαθηθά κηθξόηεξε 



Λήμμα: (1) vi -1  hi   vi -1  C(i)        vi  vi -1 

 (2) vi -1  hi      

           (2a) C(i) = , ή 

           (2b) vi  li  C(i-1), li = νξηνζεηηθή γξακκή ηνπ hi . 

(2b) 

hi 

C(i-1) 

vi-1 

vi 

li 

c 

Απμεηηθόο Αιγόξηζκνο 

(1) 

vi=vi-1 

C(i-1) 

hi 

(2a) 

hi 

C(i-1) 

vi-1 

hj 

hk 

li 



Αλγόριθμος Φραγμένος Διδιάζηαηος(H, c, m1, m2) 

1. Έζηω v0 η γωνία ηης C0 

2. Για i = 1 έφς n 

3.  Εάν vi-1  hi 

4.    τότε vi = vi-1 

5.   Αλλιώς vi = ηο ζημείο p επί ηης li ποσ μεγιζηοποιεί ηην 

 αποηιμηηική ζσνάρηηζη σπό ηοσς περιοριζμούς ηοσ Hi-1  

6.   Εάν δεν σπάρτει ηέηοιο p 

7.    τότε αναθέροσμε όηι ηο πρόγραμμα είναι ανέθικηο και 

  ηερμαηίζοσμε 

8. Επέστρευε vn   

Απμεηηθόο Αιγόξηζκνο 

Απόδοςθ: Ο(n2) 

Πϊσ;;; 



Μονοδιάςτατο Γραμμικό Πρόγραμμα 

Αν vi-1hi-1, πωσ βρίςκουμε το ςθμείο p ςτθν li; 



Χειρότερθ Περίπτωςθ 

𝑐  



Random(k):  επηζηξέθεη έλαλ αθέξαην i  1…k, κε ίζε πηζαλόηεηα 1/k. 

        [Χξήζε κίαο ηπραίαο γελλήηξηαο.] 

Αλγόπιθμορ ΤπραίαΜεηάζεζε(A)         O(n) ρξόλνο 

Είζοδορ:  Πίλαθαο A[1..n] 

Έξοδορ: Μία ηπραία κεηάζεζε ηνπ A[1..n], όπνπ  

  θάζεκία από ηηο n! κεηαζέζεηο είλαη ηζνπίζαλε. 

 

Για  k = n έωρ 2  

 αληάιιαμε ην A[k] κε ην A[Random(k)] 

Απηόο ν αιγόξηζκνο είλαη κία ζεκειηώδεο «αξρηθνπνίεζε» πνιιώλ 

ηπραηνθξαηηθώλ αιγνξίζκωλ. 

Τυχαιοκρατία 



Τυχαιοκρατικόσ Αυξθτικόσ Αλγόρικμοσ 

Αλγόριθμος Τσταιοκραηικός Φραγμένος Διδιάζηαηος(H, c, m1, m2) 

1. Έζηω v0 η γωνία ηης C0 

2. ΤσταίαΜετάθεση(Η[1…n])  

3. Για i = 1 έφς n 

4.  Εάν vi-1  hi 

5.    τότε vi = vi-1 

6.   Αλλιώς vi = ηο ζημείο p επί ηης li ποσ μεγιζηοποιεί ηην 

 αποηιμηηική ζσνάρηηζη σπό ηοσς περιοριζμούς ηοσ hi-1  

7.   Εάν δεν σπάρτει ηέηοιο p 

8.    τότε αναθέροσμε όηι ηο πρόγραμμα είναι ανέθικηο και 

  ηερμαηίζοσμε 

9. Επέστρευε vn   



ΘΕΩΡΗΜΑ:  Έλαο δηδηάζηαηνο γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ 

ηπραηνθξαηηθόο απμεηηθόο αιγόξηζκνο έρεη ηελ εμήο πνιππινθόηεηα: 

 Πνιππινθόηεηα ρώξνπ:  O(n) 

 Πνιππινθόηεηα ρξόλνπ: (α)  O(n2) ζηε ρεηξόηεξε πεξίπηωζε 

            (β)  O(n)  αλακελόκελνο ρξόλνο 

Απόδεημε γηα ην (α): όπωο θαη πξηλ 
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Απόδειξη για (b): Οξίδνπκε ηηο 0/1 ηπραίεο κεηαβιεηέο 

 

 

Οη γξακκέο 4-8 απαηηνύλ O(iX(i) +1) ρξόλν. Άξα:  
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Τν vi νξίδεηαη από δύν hj. Η πηζαλόηεηα θάπνην από απηά λα είλαη ην hi είλαη  

2/i, πνπ δελ εμαξηάηαη από ην C(i). 





n

i

nO
i

iOnOTE
3

).(
2

)()(][     :Δπνκέλωο

Αναμενόμενορ χπόνορ:   

    
i

  hv  iXE ii

2
Pr 1  

Οπιςκόδρομθ 
Ανάλυςθ 

Γξακκηθόηεηα 

κέζεο ηηκήο 

“Θέηνπκε” C(i) = { h1, h2}  {h3, …, hi } 

 

Τπραία : C(i-1) = C(i) – {hi}   
ηπραία 
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