
Σχθματιςμοί και Δυικότθτα 

Arrangements and Duality 

Υπερδειγματολθψία κατά τθν 
Ιχνθλάτιςθ (λφςθ για anti-aliasing) 



Αλαθνξέο: 
• [Preparata-Shamos’85+ κεφάλαιο 1.3 

• *Edelsbrunner’87+ κεφάλαια 1.6, 4.2, 14 

• *O’Rourke’98+ κεφάλαιο 6 

• [Matoušek]  Σημειώσεις  [http://kam.mff.cuni.cz/~matousek/ ] 

• Guibas, Stolfi [1987] “Ruler, Compass and computer: The design and analysis of 
geometric algorithms,” Proc. of the NATO Advanced Science Institute, series F, vol. 40: 
Theoretical Foundations of Computer Graphics and CAD, 111-165.  

• Edelsbrunner, O’Rourke, Seidel *1986+ “Constructing Arrangements of Lines and 
Hyper-planes with Applications,”  SIAM J. Comp. 15, 341-363. 

• Edelsbrunner, Guibas [1989]  “Topologically sweeping an arrangement,”  
JCSS 38, pp:165-194 *correction in JCSS …+ 
 

 
Εφαρμογζσ: 

  
• Εκταςιακι αναηιτθςθ,  
• Γεωμετρικι βελτιςτοποίθςθ,  
• Σχεδιαςμόσ κίνθςθσ,  
• Οπτικοποίθςθ,  
• Μοντελοποίθςθ μορίων,  
• … 

http://kam.mff.cuni.cz/~matousek/
http://kam.mff.cuni.cz/~matousek/


Αντί για Voronoi, λόγω τθσ εξισ 
ερϊτθςθσ (από 2014): 

Φταίει ο Α. Παπαδόπουλοσ:  

 

Given a 2D plane, suppose that there are around 
6000 points on it. Find a line which passes the 
most number of points. 

 

Google Interview Question Software Engineer / 
Developers 

http://www.careercup.com/question?id=56605
http://www.careercup.com/question?id=56605


• Μία αθηίλα από ην θέληξν θάζε εηθνλνζηνηρείνπ. 

• Πξόβιεκα: νδόλησζε ζηηο αθκέο, ςεπδήο απόθαζε. 

 

• Λύζε: ππεξδεηγκαηνιεςία. Πνιιέο αθηίλεο αλά 

εηθνλνζηνηρεία (ζπλήζσο ηπραία). Παξάδεηγκα: 100 αθηίλεο 

αλά εηθνλνζηνηρείν, θαη 43 ρηππάλε έλα αληηθείκελν, ζα 

ιέκε όηη έλα αληηθείκελν είλαη νξαηό ζην 43% ηεο 

επηθάλεηαο ηνπ εηθνλνζηνηρείνπ.  

Καζνξηζκόο νπηηθώλ αληηθεηκέλσλ κε ηρλειάηηζε. 

Υπεξδεηγκαηνιεςία θαηά ηελ 

Θρλειάηηζε 



Εηθνλνζηνηρείν U  =  [0 : 1]  [0 : 1] 

      S  =  ζύλνιν n δεηγκαηηθώλ ζεκείσλ ζην U 
     H  =  ζύλνιν όισλ (άπεηξσλ) ησλ εκηεπηπέδσλ 

 
Γηα h H νξίδνπκε: 

m(h) = εμβαδό(h  U)  ζπλερέο κέηξν 

 

mS(h) = |S  h| / |S|   δηαθξηηό κέηξν 

 

DS(h) = | m(h) - mS(h) |  απόθιηζε ηνπ h 

 

DH (S) = sup hH   DS(h)  εκηεπηπεδηθή απόθιηζε ηνπ S 

 
 

DH (S): κπνξεί λα ππνινγηζζεί ζε O(n2) ρξόλν, ρξεζηκνπνηώληαο 

 Γεωμεηπική Δςϊκόηηηα & 

 Σσημαηιζμοί Εςθειών ζην επίπεδν. 

Υπολογιςμόσ Απόκλιςθσ 

DS(h) =  |1/4 – 3/10 | = 0.05 



Απόκλιςθ 

Λήμμα: Ζςτω S με n ςθμεία ςτο μοναδιαίο τετράγωνο U. Ζνα 
θμιεπίπεδο h που επιτυγχάνει τθν μζγιςτθ απόκλιςθ ωσ προσ S 
ανικει ςε μία από τισ εξισ κατθγορίεσ: 

1. Περιζχει ςτο ςφνορό του ζνα μόνο ςθμείο. 

2. Περιζχει ςτο ςφνορό του ≥ 2 ςθμεία. 

DS(h) =  |1/4 – 3/10 | = 0.05 

1: Ο(n) θμιεπίπεδα. Υπολογιςμόσ μζγιςτθσ 
απόκλιςθσ ςε Ο(n2) χρόνο (τετριμμζνα). 

 
2: Ο(n2) θμιεπίπεδα. Θα δοφμε ότι το διακριτό 
μζτρο υπολογίηεται ςε Ο(n2) χρόνο. (δυϊκότθτα + 
ςχθματιςμοί ευκειϊν) 

Θεώρημα: Η θμιεπιπεδικι απόκλιςθ ενόσ ςυνόλου S με n ςθμεία του 
μοναδιαίου τετραγϊνου μπορεί να υπολογιςτεί ςε Ο(n2) χρόνο. 



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΉ ΔΥΪΚΌΤΗΤΑ 



Μεηαζσημαηιζμοί Σημείων ζε Υπεπεπιθάνειερ 
 

Μεπικέρ Εθαπμογέρ: 

  Τνκή εκηεπηπέδσλ    Κπξηό πεξίβιεκα ζπλόινπ ζεκείσλ 

 

  Εθαξκόδεηαη όηαλ ην πξόβιεκα είλαη «δηαηζζεηηθά» πην εύθνιν 

ζηνλ δπτθό ρώξν. 

Δυϊκότθτα 



Δπτθόηεηα 

ζεκείν  ),( yx ppp  yx pxpyp :*
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γξακκή bmxyl : ),(* bml ζεκείν  
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Πξσηεύνλ επίπεδν Δπτθό επίπεδν 

Κατακόρυφεσ;;;; 



Σπλεπζεηαθά Σεκεία 

Point  Τα p1, p2, p3 είλαη ζπλεπζεηαθά ζηε γξακκή λ  

*

3

*

2

*

1 ,, ppp ηέκλνληαη ζην ζεκείν λ*   νη δπτθέο γξακκέο 

pp **)(

 **)(

p  λ αλ θαη κόλν αλ λ*  p* 

Τν p θείηαη πάλσ από ηελ λ αλ θαη κόλν αλ ην λ* θείηαη 

πάλσ από ηελ p* 



Δπτθό Επζύγξακκνπ Τκήκαηνο 

Point  
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q

s

r
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Αθνύ py = px
2/2,  ην ζεκείν p = (px,py) θείηαη 

ζηε δπτθή γξακκή. 

Σρέζε κε Παξαβνιή 

Point  

2

2x
y 

Η δπτθή γξακκή p* ηνπ p είλαη ε 

εθαπηνκέλε ηεο παξαβνιήο ζην p.  

Απόδεημε:  Έζησ  p = (px,py)  

Κιίζε εθαπηνκέλεο px 

Η δπτθή γξακκή είλαη ε y = pxx – py 

κε ίδηα θιίζε. p

*p



Σρέζε κε Παξαβνιή (2) 

Point  2
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Η δπτθή γξακκή              θαη πεξλά από ην     .  ** // pq 'q



Λίγν Αθόκα Παξαβνιή 

Point  

q

*q
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y 
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Καηαζθεπή δπτθήο γξακκήο ηνπ 

q ρσξίο κέηξεζε απνζηάζεσλ: 

1) Δηακέζνπ ηνπ q θέξνπκε δύν 

εθαπηόκελεο ζηελ παξαβνιή. 

2) Έζησ p1 θαη p2 ηα εθαπηόκελα 

ζεκεία.  

3)   Η q* είλαη ε γξακκή πνπ 

δηέξρεηαη από p1 θαη p2.  

Οη δύν εθαπηόκελεο είλαη νη        θαη      .   
*

1p *

2p

*

1p θαη         ηέκλνληαη ζην                   δηέξρεηαη από ηα       θαη      .   
*

2p q *q 1p
2p



Τν Πξόβιεκα ηεο Απόθιηζεο 

Point  

p

q

),( qpl *),( qpl

*p
*q

= #γξακκώλ απζηεξά πάλσ από                 *),( qpl

Υπάξρεη απνδνηηθόο αιγόξηζκνο! 

),( qpl# ζεκείσλ απζηεξά θάησ από  



Ππόβλημα: Εύξεζε άλσ (αληίζηνηρα θάησ) κέξνπο n δνζέλησλ γξακκώλ 

Λύζη:   Υπνινγηζκόο άλσ (αληίζηνηρα θάησ) θπξηνύ πεξηβιήκαηνο ησλ n δπτθώλ ζεκείσλ. 

l1 

Πξσηεύνλ Επίπεδν 
Δπτθό Επίπεδν 

l2 
l3 

l4 

l1* 

l2* 
l3* 

l4* 

Άλλα Προβλιματα 



Σρεκαηηζκνί Επζεηώλ 



θνξπθή 

αθκή 
έδξα 

Σρεκαηηζκνί Γξακκώλ 

Point  
L: έλα ζύλνιν από n γξακκέο. 

A(L): επίπεδε ππνδηαίξεζε από ηελ L.  

Με κε θξαγκέλεο αθκέο θαη έδξεο 

Απιή ππνδηαίξεζε αλ 

Δελ ππάξρνπλ παξάιιειεο γξακκέο. 

Τξεηο γξακκέο δελ ηέκλνληαη ζην ίδην ζεκείν. 



Αλαγσγή ζε Σρεκαηηζκό Γξακκώλ 

Point  

*q

*p

*ll
q

p

Πξσηεύνλ επίπεδν Δπτθό επίπεδν 

Η δνκή ελόο ζρεκαηηζκνύ γξακκώλ κπνξεί λα είλαη πην εκθαλήο 

από ηε δνκή ελόο ζπλόινπ ζεκείσλ. 

Πξόβιεκα ζε ζεκεία             πξόβιεκα ζε ζρεκαηηζκό δπτθώλ γξακκώλ. 



Σπλδπαζηηθή Πνιππινθόηεηα 

Σρεκαηηζκνύ 

Point  
#θνξπθώλ + #αθκώλ + #εδξώλ 
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Θεώξεκα:  #θνξπθώλ 

2n#αθκώλ 

1
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2


nn

#εδξώλ 

Οη ηζόηεηεο ηζρύνπλ αλ ν A(L) είλαη απιόο. 



1l

Απόδεημε Πνιππινθόηεηαο 

Point  
Πξώηα δείρλνπκε όηη ηα #θνξπθώλ, #αθκώλ, #εδξώλ είλαη κέγηζηα όηαλ 

ν A(L) είλαη απιόο θαη πνηέ άιινηε.  

Ll 1) Έζησ            παξάιιειε ζε ≥ 1 επζείεο. 

l l

1l

αξθεηά κηθξή  

πεξηζηξνθή λέα θνξπθή 

Η πνιππινθόηεηα απμάλεη κνλάρα. (Άξα ζρεκαηηζκόο κε 

παξάιιειεο επζείεο δελ κπνξεί λα είλαη κέγηζηνο.) 



Σπλέρεηα 

Point  
l 2) Έζησ όηη ε      δηέξρεηαη από κία θνξπθή. 

2l

1l
l l

1l

2l

κεηαθίλεζε ηεο  

ειαθξώο 

l

2 λέεο θνξπθέο 

2 λέεο αθκέο 

1 λέα έδξα 

Αθνύ ε πνιππινθόηεηα απμάλεηαη ηέηνηνο ζρεκαηηζκόο δελ 

κπνξεί λα είλαη κέγηζηνο.  

Ο ζρεκαηηζκόο κε κέγηζηε πνιππινθόηεηα είλαη απιόο.  



Μέγεζνο ελόο Απινύ Σρεκαηηζκνύ 

Point  
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Κάζε δεύγνο γξακκώλ ηέκλνληαη. 
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#αθκώλ ζε θάζε γξακκή = 1 + #ηνκώλ ζε γξακκή 
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Πιήζνο Εδξώλ 

Point  
v 1.Πξόζζεζε        ζην άπεηξν. 

2. Σύλδεζε ησλ άθξσλ θάζε 

αθκήο πξνο ηελ        .  

v

v

Δελ δεκηνπξγνύληαη λέεο ηνκέο. 

Επίπεδν γξάθεκα: (Θεώξεκα Euler) 
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Απνζήθεπζε Σρεκαηηζκνύ 

Point  Δηπινζπλδεδεκέλε ιίζηα αθκώλ. 

Πξόζζεζε πεξηθξαθηηθνύ νξζνγσλίνπ ώζηε όιεο νη 

θνξπθέο λα είλαη ζην εζσηεξηθό. 



Καηαζθεπή ΔΛΑ γηα ηνλ A(L) 

Point  

)log()loglog( 2 nnOnInnO 

Επίπεδε Σάξσζε; 

Δελ είλαη βέιηηζην (θαηά logn)! 

Τνκέο αλά δύν γξακκέο 2/)1(  nnI



Απμεηηθόο Αιγόξηζκνο 

Point  
Preprocessing 

Υπνινγηζκόο πεξηθξαθηηθνύ νξζνγσλίνπ B(L). 

-  αξηζηεξόηεξε, δεμηόηεξε, αλώηαηε, θαηώηαηε ηνκέο. 

-         ηνκέο. 
2n

)( 2n

Ελεκέξσζε ηεο δηπινζπλδεδεκέλεο ιίζηαο κεηά από θάζε 

πξόζζεζε. 

Πξόζζεζε γξακκώλ                      κία-κία. 
nlll ,...,, 21



Ελεκέξσζε ηεο Υπνδηαίξεζεο 

Point  :iA Υπνδηαίξεζε ιόγσ ηνπ  },...,,{ 21 illl

e
f 'e

Πεξίπησζε 1 ζηελ έδξα f κέζσ ηεο e. 

- ζαξώλνπκε ην ζύλνξν ηεο f. 

- βξίζθνπκε ηελ αθκή εμόδνπ e΄. 

- Εηζεξρόκαζηε ζηελ έδξα g. 

il g



Ελεκέξσζε ηεο Υπνδηαίξεζεο 

Point  

g

h

u

il

Πεξίπησζε 2  εμεξρόκαζηε από ηελ έδξα g κέζσ θνξπθήο u. 

- πεξλάκε γύξσ από ηελ u γηα λα 

βξνύκε ηελ επόκελε έδξα h πνπ 

ηέκλεηαη από ηελ il



Πξώηε Αθκή Τνκήο 

Point  
Πώο βξίζθνπκε ηελ πξώηε αθκή (αξηζηεξόηεξε) πνπ ηέκλεηαη από    ; 

il

Θα πξέπεη λα είλαη αθκή ζην πεξηθξαθηηθό νξζνγώλην B(L). 

Απιόο έιεγρνο όισλ ησλ αθκώλ ηνπ B(L). 

Αλ ε      είλαη θάζεηε, βξίζθνπκε ηελ θαηώηαηε ηνκή γηα ηελ 

εθθίλεζε ηεο δηαπέξαζεο. 
il

iA    :  έρεη                    αθκέο ζην B(L) αθνύ θάζε αθκή ην ηέκλεη δύν θνξέο. 4)1(2 i

Η πξώηε αθκή ηνκήο βξίζθνληαη ζε O(i) ρξόλν.  



Δηάζπαζε Έδξαο 

Point  

il

f

απηή ε αθκή 

έρεη δηαζπαζζεί 

ήδε 
λέα 

θνξπθή il

2f

1f

δύν λέεο έδξεο   

κία λέα θνξπθή 

έμη λέεο αθκέο 



)( 2nO

Ο Αιγόξηζκνο 

Point  ΚαταςκευιΣχθματιςμοφ(L) 
1. Υπολογιςμόσ περιφρακτικοφ ορκ. B(L) που περιζχει όλεσ τισ  
 κορυφζσ του A(L) //  
2. Αρχικοποίθςθ τθσ DCEL για το B(L)  // O(1) 
3. Για i ←1 ζωσ n 
4.       e ← ακμι του B(L) που τζμνει τθν  
5.       f ← φραγμζνθ ζδρα που προςπίπτει ςτθν e      // O(i) 
6.      Όςο θ f είναι φραγμζνθ 
7.            διάςπαςθ f  
8.            f ← επόμενθ τεμνόμενθ ζδρα 

il



Δηάζπαζε Έδξαο 

Point  
Δηάζπαζε εδξώλ ζηνλ         πνπ ηέκλνληαη από ηελ    . 1iA

il

Με Απιό A(L) 

- Η δηάζπαζε ηεο έδξαο f θαη ε εύξεζε ηεο επόκελεο ηεκλόκελεο 

έδξαο ρξεηάδεηαη γξακκηθό ρξόλν σο πξνο ηελ πνιππινθόηεηα 

ηεο f. 

- Έλζεζε ηεο     ρξεηάδεηαη γξακκηθό ρξόλν ζηε ζπλνιηθή  

   πνιππινθόηεηα ησλ εδξώλ πνπ ηέκλνληαη από ηε γξακκή. 
il

Απιό A(L) 

-   Η    κπνξεί λα εμέξρεηαη ηεο f κέζσ ηεο v 

    όπνπ ≥ 3 γξακκέο καδί κε ηελ     ηέκλνληαη. 
il

il

-   Δηαπεξλνύκε ηηο αθκέο ηεο v γηα λα βξνύκε ηελ έδξα g  

    πνπ ζα δηαζπάζνπκε, δηαπεξλώληαο ηηο αθκέο εδξώλ πνπ 

    ηέκλνληαη από ηελ    . 
il

il
f 

g 
v 



Ζώλε 

Point  
Z(l) = { f | f είλαη κία έδξα ηνπ A(L) πνπ ηέκλνληαη από ηελ l } 

l

κία θνξά 

3 θνξέο 

Πνιππινθόηεηα Z = ζπλνιηθή πνιππινθόηεηα εδξώλ (#θνξπθώλ + #αθκώλ) 

Μία θνξπθή κπνξεί λα κεηξεζεί ην πνιύ 4 θνξέο. 

4 

θνξέο 

2 θνξέο 



Φξόλνο γηα Καηαζθεπή 

Σρεκαηηζκνύ 

Point  
Θεώπημα Ζώνηρ: Η πνιππινθόηεηα ηεο δώλεο ζε έλαλ 

ζρεκαηηζκό m γξακκώλ είλαη O(m). 

Απόδειξη:  Με επαγσγή. 

Άξα ν ρξόλνο πξόζζεζεο κίαο γξακκήο απαηηεί O(i) ρξόλν. 

Φξόλνο πξόζζεζεο όισλ ησλ γξακκώλ (ρξόλνο 

θαηαζθεπήο ζρεκαηηζκνύ):  


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2 )()(



Λύζε γηα ην Πξόβιεκα ηεο Απόθιηζεο 

Point  

8

3
)( hsm

4

1
)( hmΣπλερέο κέηξν: 

Δηαθξηηό κέηξν: 

Ειαρηζηνπνίεζε  |)()(| hhs mm 

Η h πξέπεη λα έρεη ≥ 1 ζεκείν ζην ζύλνξν 

Αθξηβώο έλα ζεκείν  εμαληιεηηθή αλαδήηεζε 

Τνπιάρηζηνλ δύν ζεκεία  δπτθόηεηα 

)( 2nO



Πώο Φξεζηκνπνηνύκε ηελ Δπτθόηεηα; 

Point  Έλα ζύλνιν S από n δεηγκαηηθά ζεκεία 

Έλα ζύλνιν S*, n γξακκώλ 

Μία γξακκή πάλσ ζε ≥ 2 δεηγκαηηθά ζεκεία 

Μία θνξπθή ζην ζρεκαηηζκό A(S*) 

Αθνύ ην p θείηαη πάλσ από ηελ l αλ θαη κόλν αλ ην l* 

θείηαη πάλσ από ηελ p*, ην πξόβιεκα ηεο απόθιηζεο 

αλάγεηαη ζην εμήο:  

Πξόβιεκα: Γηα θάζε θνξπθή ζηνλ A(S*), ππνιόγηζε ην 

πιήζνο ησλ γξακκώλ πάλσ από απηό, θάησ από απηό θαη 

δηακέζνπ απηνύ. 



Αλαγσγή 

Point  
:an # γξακκώλ πάλσ από ηελ θνξπθή 

:bn # γξακκώλ θάησ ηεο θνξπθήο 

:on # γξακκώλ πνπ πεξηέρνπλ ηελ θνξπθή 

Φηάλεη λα ππνινγίζνπκε 2 από ηνπο 3 αξηζκνύο (άζξνηζκα n). 

        είλαη γλσζηό από ηελ δηπινζπλδεδεκέλε ιίζηα :on

Αξθεί λα ππνινγίζνπκε ην επίπεδν      θάζε θνξπθήο ηνπ A(S*).  an



Επίπεδα Κνξπθώλ ζε έλα Σρεκαηηζκό 

Point  

0 

2 

1 

3 

1 

3 

4 

3 

2 

3 

2 

επίπεδν ζεκείνπ = # γξακκώλ απζηεξά από πάλσ.  



Μέηξεζε Επηπέδνπ Κνξπθώλ 

Point  

1v

5v
4v

3v
2v

Γηα θάζε γξακκή l, ππνιόγηζε 

ηα επίπεδα ησλ θνξπθώλ ζε 

απηή l

121 ,...,, nvvv

ηνκή κε n – 1 άιιεο γξακκέο 

Σηξαηεγηθή: δηαηξέρνπκε ηελ l από αξηζηεξά πξνο δεμηά. 



Μέηξεζε Επηπέδνπ Κνξπθώλ 

Point  

1vl

1 

1v

1v

Τν επίπεδν(    ) θαζνξίδεηαη ζε O(n) 

ρξόλν ειέγρνληαο πόζεο από ηηο n–

1 ππόινηπεο γξακκέο είλαη πάλσ 

από ηελ 

Σηε γξακκή ην επίπεδν αιιάδεη 

κόλν ζηε θνξπθή    . iv

Μία γξακκή ζην      είλαη είηε 

από πάλσ ή από θάησ (ζρεηηθά 

κε ηελ ηξέρνπζα ζέζε δηαπέξαζεο 

iv

α) από πάλσ  επίπεδν(     ) = επίπεδν(   ) – 1  iv
1iv

β) από θάησ  επίπεδν(     ) = επίπεδν(   ) + 1  iv1iv

εξρόκελε από  

πάλσ 

εξρόκελε 

από θάησ 

0 

1 
1 3 

1 

0 0 

2 2 
Δελ ππάξρεη αιιαγή 

επηπέδνπ κεηαμύ θνξπθώλ 



Φξόλνο Εθηέιεζεο 

Τα επίπεδα όισλ ησλ θνξπθώλ ζε έλα ζρεκαηηζκό γξακκώλ 

ππνινγίδεηαη ζε O(n2) ρξόλν.  

Τν δηαθξηηό κέηξν ππνινγίδεηαη ζε O(n2) ρξόλν.  

Τν επίπεδν ησλ θνξπθώλ ζε κία γξακκή γίλεηαη ζε Ο(n) ρξόλν. 


