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0.1 Kleisto� tÔpoi kai Prosegg�sei 10.1 Kleisto� tÔpoi kai Prosegg�seiTa ajro�smata prokÔptoun polÔ suqn� sthn an�lush algor�jmwn kaj¸ kai se �lle episthmo-nikè perioqè, ìpw ta oikonomik�. Gnwr�zoume  dh kai apodeiknÔetai me epagwg  ìti
n

∑

i=1

i =
n(n + 1)

2Autì o kleistì tÔpo epitrèpei thn apot�mhsh tou ajro�smato me polÔ eÔkolo trìpo apììti an mèname sthn arqik  tou morf . An kai apodeiknÔetai eÔkola me epagwg  ìti o tÔpo autìisqÔei den gnwr�zoume pw par qjhke. Sthn Enìthta 0.4, ja doÔme pw mporoÔme na par�goumetètoiou kleistoÔ tÔpou. Akìma kai ìtan den mporoÔme na broÔme kleistoÔ tÔpou mporoÔmena prosegg�soume ikanopoihtik� èna sugkekrimèno �jroisma.Akìma kai gia ginìmena mporoÔme na ergastoÔme me ton �dio trìpo. Ja asqolhjoÔme me toparagontikì :
n! = 1 × 2 × · · · × (n − 1) × n =

n
∏

i=1

iJa perigr�youme ènan tÔpo pou prosegg�zei to paragontikì kai kale�tai o tÔpo tou Stirling.Tèlo, akìma kai ìtan den mporoÔme na broÔme m�a prosèggish, up�rqei per�ptwsh na mporèsoumena broÔme èna kleistì tÔpo pou na perigr�fei ton rujmì aÔxhsh. Gia na to k�noume autì jaeis�goume thn ènnoia th asumptwtik  ekt�mhsh pou perigr�fei ton rujmì an�ptuxh.0.2 Par�deigma 1 - Et sia Eisod mataJa protimoÔsate 1.000.000 eur¸ s mera   50, 000 ton qrìno gia thn upìloiph zw  sa; Apì thnm�a, ìla ta qr mata maz� e�nai wra�a en¸ apì thn �llh an z sete gia polÔ kairì to posì pou jap�rete sunolik� ja e�nai arket� megalÔtero.Tupik�, autì e�nai èna er¸thma pou afor� et sia eisod mata. Pio sugkekrimèna, èna et sioeisìdhma m eur¸ gia n qrìnia shma�nei ìti k�je qrìno gia n sunolik� qrìnia ja pa�rnoume meur¸. 'Ena basikì er¸thma e�nai t� e�nai kalÔtero, na ta pa�rnei ìla sto qèri   na ta pa�rnei ìlata left� me th morf  et siou eisod mato. Gia par�deigma, 50.000 eur¸ to qrìno gia 20 qrìniae�nai arket� ligìtera apì 1.000.000 eur¸ sto qer� afoÔ me aut� ta left� mpore�te na pa�rnetetìkou apì thn pr¸th kiìla mèra. T� g�netai ìmw an up�rqei epilog  metaxÔ 50.000 eur¸ toqrìno kai 750.000 sto qèri; Tìte h epilog  den e�nai kai tìso xek�jarh.Gia na apant soume autì to er¸thma ja prèpei na gnwr�zoume thn apìdosh enì eur¸ stomèllon, dhlad  ja prèpei na gnwr�zoume to epitìkio. A upojèsoume ìti ta qr mata ta b�zoumesthn tr�peza me èna stajerì epitìkio p, kai èstw ìti p = 3%. Me autìn ton trìpo, ta 10 eur¸s mera ja g�noun se ènan qrìno (1 + p)10 = 10, 3 eur¸, se dÔo qrìnia (1 + p)210 = 10, 609 eur¸k.o.k.0.2.1 Upologismì Et siou Eisod matoO stìqo ma e�nai na upolog�soume me shmerin  ax�a èna et sio eisìdhma m eur¸ gia n qrìnia. Hpr¸th plhrwm  m eur¸ ax�zei pragmatik� m eur¸. 'Omw, h deÔterh plhrwm  kost�zei m/(1 + p)



0.2 Par�deigma 1 - Et sia Eisod mata 2eur¸. Parìmoia, h tr�th plhrwm  kost�zei m/(1+p)2, kai h n-ost  plhrwm  kost�zei m/(1+p)n−1.Epomènw, h sunolik  ax�a V tou et siou eisod mato e�nai to �jroisma ìlwn aut¸n twn pos¸n:
V =

n
∑

i=1

m

(1 + p)i−1Gia na upolog�soume autì to �jroisma o èna trìpo e�nai na upolog�soume ìlou tou ìroutou ajro�smato jètonta ta m, n kai p sti kat�llhle timè kai na k�noume to �jroisma. 'Omw,an e�qame ènan kleistì tÔpo gia autì to �jroisma ja  tan polÔ pio eÔkolo. Arqik� a all�xoumel�go to �jroisma:
V =

n
∑

i=1

m

(1 + p)i−1

=

n−1
∑

j=0

m

(1 + p)j
(Antikat�stash j = i − 1)

= m

n−1
∑

j=0

xj (Antikat�stash x = 1
1+p)O stìqo aut¸n twn antikatast�sewn e�nai na to fèroume se m�a wra�a morf  ¸ste na pa-r�goume ton kleistì tÔpo ìpw ja doÔme sthn epìmenh upoenìthta. Oi ìroi tou ajro�smatoe�nai ìroi m�a gewmetrik  seir�. To qarakthristikì m�a gewmetrik  seir� e�nai ìti o k�-je ìro prokÔptei apì ton prohgoÔmeno me ènan pollaplasiasmì. Sthn prokeimènh per�ptwshpollaplasi�zoume me x.0.2.2 To 'Ajroisma Gewmetrik  Seir�Je¸rhma 1 Gia k�je n ≥ 1 kai gia k�je x 6= 1, isqÔei

n−1
∑

i=0

xi =
1 − xn

1 − xApìdeixh. H apìdeixh e�nai me epagwg  sto n. Af netai gia ton anagn¸sth.Bèbaia h apìdeixh me epagwg  den d�nei ton trìpo paragwg  tou kleistoÔ tÔpou. Gia nakatal�boume pw par qjhke autì o tÔpo k�noume to ex  kìlpo. An K e�nai to �jroisma tìteto −xK ja e�nai:
K = 1 + x + x2 + x3 + · · · + xn−1

−xK = −x − x2 − x3 − · · · − xn−1 − xnProsjètwnta autè ti dÔo exis¸sei pa�rnoume:
K − xK = 1 − xn ⇒

K =
1 − xn

1 − x



0.2 Par�deigma 1 - Et sia Eisod mata 3Epomènw, an efarmìzoume autìn ton tÔpo gia thn per�ptwsh tou et siou eisod mato èqoumeìti gia n qrìnia kai m eur¸ thn qroni�:
V = m

n−1
∑

j=0

xj

= m
1 − xn

1 − x

= m
1 − ( 1

1+p)n

1 − 1
1+p

= m
1 + p − ( 1

1+p)n−1

pAntikajist¸nta me m = 50.000 eur¸ kai n = 20 qrìnia to apotèlesma e�nai V ≈ 766.190.Epomènw ma sumfèrei na pa�rnoume to et sio eisìdhma par� na ma d¸soun 750.000 sto qèri.0.2.3 'Apeirh Gewmetrik  Seir�T� g�netai an k�poio ma pei ìti ja ma d�nei 50.000 eur¸ to qrìno gia p�nta (ìtan fÔgoume apìth zw  ja ta pa�rnoun ta paidi� ma k.o.k.)   2.000.000 eur¸ sto qèri. T� ja epilèxoume se aut nthn per�ptwsh;Gia na to broÔme autì ja prèpei na doÔme thn apìdosh tou et siou eisod mato s mera lam-b�nonta upìyh ìti ja to pa�rnoume gia p�nta. Autì sthn ous�a ja to upolog�soume pa�rnontato ìrio tou kleistoÔ tÔpou apì to Je¸rhma 1 th gewmetrik  aut  seir� kaj¸ to n te�nei sto�peiro.Je¸rhma 2 An |x| < 1, tìte
∞
∑

i=0

xi =
1

1 − xApìdeixh.
∞
∑

i=0

xi = lim
n→∞

n−1
∑

i=0

xi

= lim
n→∞

1 − xn

1 − x

=
1

1 − xafoÔ an |x| < 1 to xn te�nei sto 0 kaj¸ to n te�nei sto �peiro.



0.3 Par�deigma 2 - Sto�bagma Bibl�wn 4Sto prìblhma tou et siou eisod mato 1
1+p < 1, kai epomènw to et sio eisìdhma me shmerinètimè ja e�nai:

V = m
1

1 − x

= m
1

1 − 1
1+p

= m
1 + p

p'Ara sto dikì ma par�deigma me 50.000 eur¸ to qrìno gia p�nta ja isodunamoÔse me to na maèdinan per�pou 1.716.667 eur¸. 'Ara kalÔtera na ta p�rete ìla ta qr mata mprost�.0.2.4 Parade�gmataDedomènou tou kleistoÔ tÔpou gia to �jroisma m�a gewmetrik  seir� mprooÔme na d¸soumelÔsh kai na broÔme to kleistì tÔpo apì ta parak�tw ajro�smata.
1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + · · · =

∞
∑

i=0

(1/2)i =
1

1 − (1/2)
= 2

0, 999999999999999999 = 0, 9
∞
∑

i=0

(1/10)i = 0, 9
1

1 − (1/10)
= 0, 9

10

9
= 1

1 − 1/2 + 1/4 − 1/8 + · · · =

∞
∑

i=0

(−1/2)i =
1

1 − (−1/2)
= 2/3

1 + 2 + 4 + 8 + · · · + 2n−1 =

n−1
∑

i=0

2i =
1 − 2n

1 − 2
= 2n − 1

1 + 3 + 9 + 27 + · · · + 3n−1 =

n−1
∑

i=0

3i =
1 − 3n

1 − 3
=

3n − 1

2M�a gewmetrik  seir� lègetai aÔxousa (fj�nousa) ìtan h apìluth tim  twn ìrwn th aux�nontai(mei¸nontai). 'Ena kalì kanìna e�nai ìti to �jroisma m�a gewmetrik  seir� ja e�nai per�pou�so me ton ìro tou opo�ou h tim  e�nai mègisth kat� apìluth tim  apì ìlou tou ìrou th seir�.0.3 Par�deigma 2 - Sto�bagma Bibl�wn'Estw ìti èqete m�a sto�ba apì bibl�a kai jèloume na ta b�loume se èna trapèzi me tètoio trìpo¸ste to k�je bibl�o na proexèqei se sqèsh me to prohgoÔmenì tou. Pìso makru� mpore� na e�naih �krh th sto�ba apì thn �krh tou trapezioÔ qwr� na katastrèfetai h sto�ba? Ja mporoÔsatena èqete èna bibl�o pou na e�nai tele�w èxw apì to trapèzi?H klassik  ap�nthsh se autì e�nai ìti ìqi, to bibl�o potè den ja e�nai olìklhro èxw apì totrapèzi. Ja doÔme ìti autì den e�nai al jeia.



0.3 Par�deigma 2 - Sto�bagma Bibl�wn 50.3.1 Orismì tou Probl matoJa prosegg�soume to prìblhma me anadromikì trìpo. Pìso makru� mpore� na ft�sei èna bibl�osthn �krh tou trapezioÔ; H ap�nthsh e�nai ìti efìson to kèntro b�rou tou bibl�ou e�nai mèsa stotrapèzi den prìkeitai na pèsei kai �ra ja mpore� na ft�sei mèqri th mèsh ìpw fa�netai kai stoSq ma 1.

Sq ma 1: 'Ena bibl�o mpore� na e�nai to polÔ kat� to  mish ektì trapezioÔ.A upojèsoume ìti èqoume m�a sto�ba apì bibl�a pou proexèqei apì to trapèzi. Or�zoume thnproexoq  m�a sto�ba bibl�wn w thn orizìntia apìstash apì to kèntro b�rou th sto�ba èwto �kro th. An to kèntro b�rou th sto�ba e�nai sthn �krh tou trapezioÔ, h proexoq  dhl¸neithn apìstash Bn pou anazht�me.'Eqoume  dh parathr sei ìti gia èna bibl�o h proexoq  e�nai B1 = 1/2. 'Estw ìti èqoumem�a sto�ba n + 1 bibl�wn me mègisth proèktash. An h proèktash twn n bibl�wn p�nw apì tokat¸tero bibl�o den  tan mègisth ja mporoÔsame na all�xoume aut� ta n bibl�a ¸ste na èqounmègisth proexoq . Epomènw h mègisth proexoq  Bn+1 m�a sto�ba n + 1 bibl�wn dhmiourge�taitopojet¸nta m�a sto�ba n bibl�wn me mègisth proèktash p�nw apì èna bil�o. Pa�rnoume thmègisth proexoq  gia ta n + 1 bibl�a an topojet soume to kèntro m�za twn n bibl�wn sthn �krhtou kat¸terou bibl�ou ìpw fa�netai kai sto Sq ma 2.Epomènw xèroume pw na topojet soume to n + 1-ostì bil�o gia mègisth proexoq  kai tomìno pou apomènei e�nai na thn upolog�soume. O aploÔstero trìpo e�nai na jewr soume ìtiston orizìntio �xona h arq  tou ja e�nai to kèntro b�rou twn n bibl�wn. Me autìn ton trìpoh orizìntia suntetagmènh tou kèntrou b�rou twn n + 1 bibl�wn ja e�nai �sh mè thn aÔxhsh thproexoq . To kèntro m�za tou kat¸terou bibl�ou èqei orizìntia suntetagmènh �sh me 1/2, kaiepomènw h orizìntia suntetagmènh tou kèntrou m�za twn n + 1 bibl�wn e�nai:
0 · n + (1/2) · 11

n + 1
=

1

2(n + 1)Me �lla lìgia:



0.3 Par�deigma 2 - Sto�bagma Bibl�wn 6

Sq ma 2: Epiprìsjeth proèktash gia n + 1 bibl�a.
Bn+1 = Bn +

1

2(n + 1)
(1)ìpw fa�netai kai sto Sq ma 2. Xetul�gonta autì to �jroisma pa�rnoume:

Bn+1 = Bn +
1

2n
+

1

2(n + 1)
=

1

2
+

1

2 · 2 + · · · + 1

2n
+

1

2(n + 1)Or�zoume:
Hn =

n
∑

i=1

1

ikai o Hn e�nai o n-ostì armonikì arijmì. Mèqri t¸ra de�xame ìti Bn = Hn

2 .0.3.2 EÔresh tou Ajro�smato - H Mèjodo th Olokl rwshO upologismì tou ajro�smato mpore� na g�nei epanalhptik� all� ja  tan kalÔtero an mporoÔsamena apant soume �mesa (se èna b ma) erwt sei tou tÔpou: Pìsa bibl�a e�nai apara�thta gia naèqoume m�a proexoq  �sh me 100 bibl�a? H pr¸th prosèggish ja  tan o epanalhptikì upologismìtwn armonik¸n arijm¸n mèqri to 200 (ja arg sete p�ra polÔ). H �llh e�nai na broÔme (èstw kaiproseggistik�) m�a kleist  morf  gia tou armonikoÔ arijmoÔ. Dustuq¸ den up�rqei kleist morf  pou na upolog�zei akrib¸ tou armonikoÔ arijmoÔ opìte kai ja katafÔgoume se m�aproseggistik  kleist  morf .Ja qrhsimopoi soume thn mèjodo olokl rwsh gia na broÔme m�a prosèggish twn armonik¸narijm¸n.



0.4 Qeirismì Ajroism�twn kai Mèjodoi 7

Sq ma 3: H epif�neia k�tw apì thn sk�la e�nai �sh me ton n-ostì armonikì arijmì. H sun�rthsh
1
x e�nai pantoÔ megalÔterh   �sh se sqèsh me thn sk�la kai epomènw to olokl rwma th apotele�p�nw fr�gma tou ajro�smato. Ant�stoiqa h sun�rthsh 1

x+1 e�nai pantoÔ mikrìterh   �sh apì thnsk�la kai epomènw to olokl rwm� th apotele� k�tw fr�gma tou ajro�smato.H idèa th mejìdou olokl rwsh e�nai to fr�ximo apì p�nw kai apì k�tw tou ajro�smato apìaplè sunart sei ìpw fa�netai kai sto Sq ma 3. 'Ara pa�rnoume:
∫ n

0

1

x + 1
dx ≤ Hn ≤ 1 +

∫ n

1

1

x
dxapì to opo�o prokÔpei ìti

ln n + 1 ≤ Hn ≤ 1 + ln nEpomènw an jèloume m�a sto�ba pou na èqei proexoq  �sh me 3 bibl�a tìte ja prèpei apì tiparap�nw anisìthte sunep�getai ìti ja qreiastoÔme metaxÔ 149 kai 403 bibl�wn. Sthn pragmati-kìthta qrei�zontai 227 bibl�a.0.4 Qeirismì Ajroism�twn kai MèjodoiUp�rqoun k�poioi basiko� kanìne qeirismoÔ twn ajroism�twn pou tou qrhsimopoioÔme ¸ste napar�xoume kleistoÔ tÔpou. 'Estw ìti K e�nai èna peperasmèno sÔnolo akera�wn. Ajro�smatap�nw se stoiqe�a tou K mporoÔn na metatrapoÔn me b�sh tou akìloujou kanìne.
∑

k∈K

cak = c
∑

k∈K

ak (2)Epimeristik  Idiìthta.



0.4 Qeirismì Ajroism�twn kai Mèjodoi 8
∑

k∈K

(ak + bk) =
∑

k∈K

ak +
∑

k∈K

bk (3)Prosetairistik  Idiìthta.
∑

k∈K

ak =
∑

p(k)∈K

ap(k) (4)Metajetik  Idiìthta, ìpou h sun�rthsh p(k) e�nai m�a anadi�taxh twn arijm¸n tou K.'Estw ìti jèloume na upolog�soume ton kleistì tÔpo gia to �jroisma
Sn =

∑

0≤k≤n

(a + bk)Apì thn metajetik  idiìthta an antikatast soume to k apì to n − k pa�rnoume:
Sn =

∑

0≤n−k≤n

(a + b(n − k)) =
∑

0≤k≤n

(a + bn − bk)Autè oi dÔo exis¸sei mporoÔn na prostejoÔn qrhsimopoi¸nta thn prosetairistik  idiìthta.
2S =

∑

0≤k≤n

((a + bk) + (a + bn − bk)) =
∑

0≤k≤n

2a + bnT¸ra mporoÔme na efarmìsoume thn epimeristik  idiìthta kai na p�roume to telikì apotèlesma:
2S = (2a + bn)

∑

0≤k≤n

1 = (2a + bn)(n + 1)Diair¸nta me to 2 pa�rnoume to apotèlesma:
n

∑

k=0

(a + bk) = (a +
1

2
bn)(n + 1)0.4.1 Ex�swsh Ajro�smatoSe pollè peript¸sei èna �jroisma Sn mpore� me kat�llhlo qeirismì na grafe� sthn morf 

Sn = f(Sn) gia k�poia sun�rthsh f . An lÔsoume w pro Sn ja mporèsoume na broÔme tonant�stoiqo kleistì tÔpo. Pio sugkekrimèna, èstw Sn =
∑

0≤k≤n ak. Tìte gr�foume to Sn+1 medÔo trìpou ex�gonta ton pr¸to kai ton teleuta�o ìro.
Sn+1 = Sn + an+1 =

∑

0≤k≤n+1

ak = a0 +
∑

1≤k≤n+1

ak =

a0 +
∑

1≤k+1≤n+1

ak+1 =

a0 +
∑

0≤k≤n

ak+1 ⇒
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Sn + an+1 = a0 +

∑

0≤k≤n

ak+1An ekfr�soume to teleuta�o �jroisma san sun�rthsh tou Sn tìte lÔnoume thn paragìmenhex�swsh kai br�skoume thn lÔsh.Par�deigma 1 Na breje� kleistì tÔpo gia to �jroisma Sn =
∑

0≤k≤n axk.Apìdeixh. Apì thn ex�swsh ajro�smato pa�rnoume:
Sn + axn+1 = ax0 +

∑

0≤k≤n

axk+1ìpou to �jroisma sta dexi� e�nai
∑

0≤k≤n

axk+1 = x
∑

0≤k≤n

axk = xSnapì thn epimeristik  idiìthta.Epomènw èqoume thn ex�swsh:
Sn + axn+1 = a + xSnkai lÔnonta w pro Sn pa�rnoume thn lÔsh:

n
∑

k=0

axk =
a − axn+1

1 − xgia x 6= 1.0.4.2 H Mèjodo th Olokl rwshSe aut  th mèjodo ìpw e�dame kai sthn Enìthta 0.3 qrhsimopoioÔme ton oloklhrwtikì logismì¸ste na fr�xoume èna �jroisma apì p�nw kai apì k�tw. Ston oloklhrwtikì logismì, to olokl -rwma e�nai h epif�neia metaxÔ th grafik  par�stash m�a sun�rthsh kai tou orizìntiou �xonakai sthn ous�a e�nai to ìrio enì ajro�smato ape�rwn mikr¸n orjogwn�wn pou prosegg�zoun thngrafik  par�stash th sun�rthsh. 'Allwste mhn xeqn�me ìti to olokl rwma e�nai sthn ous�a toìrio enì ajro�smato sto �peiro. Epomènw, mporoÔme na k�noume thn ant�strofh diadikas�a kaina upolog�zoume proseggistik� to �jroisma (ìqi ape�rw mikr¸n) orjogwn�wn qrhsimopoi¸ntaoloklhr¸mata.'Estw m�a aÔxousa sun�rthsh f : [a, b] → ℜ suneq . Tìte:
∫ b

x=a−1
f(x)dx ≤

b
∑

k=a

f(i) ≤
∫ b+1

x=a
f(x)dx (5)Omo�w gia m�a fj�nousa sun�rthsh f : [a, b] → ℜ suneq :

∫ b+1

x=a
f(x)dx ≤

b
∑

k=a

f(i) ≤
∫ b

x=a−1
f(x)dx (6)



0.4 Qeirismì Ajroism�twn kai Mèjodoi 10Oi parap�nw tÔpoi par qjhsan me m�a mèjodo parìmoia me aut  pou ektelèsame sthn Enìth-ta 0.3.Par�deigma 2 Na bre�te m�a prosèggish tou Sn =
∑n

k=1 (k4 + k2).Apìdeixh. 'Estw h suneq  sun�rthsh f(x) = x4 + x2 pou e�nai gnhs�w aÔxousa sto [0,+∞).Tìte apì ton TÔpo 5 èqoume:
∫ n

x=0
x4 + x2dx ≤

n
∑

k=1

(k4 + k2) ≤
∫ n+1

x=1
x4 + x2dx ⇒

[

x5

5
+

x3

3

]n

x=0

≤ Sn ≤
[

x5

5
+

x3

3

]n+1

x=1

⇒

n5

5
+

n3

3
≤ Sn ≤ (n + 1)5

5
+

(n + 1)3

3
− 1

5
− 1

30.4.3 Parag¸gish - Olokl rwsh th Metablht 'Ena akìma èxupno trìpo gia thn aplopo�hsh ston upologismì enì ajro�smato e�nai h pa-rag¸gish   h olokl rwsh m�a metablht . 'Estw dÔo ajro�smata Sn kai Pn. An de�xoume ìti
Sn(x) = a(x) · dPn(x)

dx   Sn(x) = a(x) ·
∫

dPn(x)dx tìte upolog�zonta to �jroisma tou Pn br�-skoume to �jroisma tou Sn. H sun�rthsh a(x) qrhsimopoie�tai gia thn diìrjwsh twn dun�mewnpou all�zoun lìgw th parag¸gish   th olokl rwsh.Par�deigma 3 Na upolog�sete to �jroisma Sn =
∑n

i=1 ixi.Apìdeixh. 'Estw Pn =
∑n

i=0 xi, gia to opo�o isqÔei (Enìthta 0.2) ìti Pn = 1−xn+1

1−x . ParathroÔmeìti:
dPn(x)

dx
=

n
∑

i=0

ixi−1Epomènw:
Sn = x

dPn(x)

dx
= x

n
∑

i=0

ixi−1 =

n
∑

i=0

ixi =

n
∑

i=1

ixi'Ara:
Sn = x

d1−xn+1

1−x

dx
= x

1 − (n + 1)xn + nxn+1

(1 − x)2
⇒

Sn =
x − (n + 1)xn+1 + nxn+2

(1 − x)2



0.4 Qeirismì Ajroism�twn kai Mèjodoi 110.4.4 Prìbleyh th Ap�nthsh - Apìdeixh me Epagwg Se aut n thn mèjodo me k�poion trìpo gnwr�zoume thn kleist  morf  tou ajro�smato S. Mpore�autì na pro lje epeid  ma dìjhke   epeid  mporèsame na to broÔme diaisjhtik�. Efìson èqoumeton kleistì tÔpo tou S autì pou apomènei e�nai na apode�xoume ìti isqÔei. 'H apìdeixh g�netai meepagwg .Par�deigma 4 'Estw ìti jèloume na broÔme to �jroisma Sn =
∑n

i=1 i2.Apìdeixh. Arqik� br�skoume m�a prosèggish tou ajro�smato me th mèjodo th olokl rwsh.
n3

3
≤ Sn ≤ (n + 1)3

3
− 13Epomènw prokÔptei ìti o kur�arqo ìro tou Sn ja e�nai o n3 (gr�foume Sn = O(n3) ìpwja doÔme sthn Enìthta 0.6) kai ja e�nai èna polu¸numo. 'Ara k�noume thn manteyi�:

Sn = an3 + bn2 + cn + dB�zonta timè sto n ja p�roume èna sÔsthma exis¸sewn ¸ste na upolog�zoume ta a, b, c, d.Pr�gmati:
n = 0 ⇒ 0 = d

n = 1 ⇒ 1 = a + b + c + d

n = 2 ⇒ 5 = 8a + 4b + 2c + d

n = 3 ⇒ 14 = 27a + 9b + 3c + dLÔnonta to parap�nw sÔsthma exis¸sewn pa�rnoume ìti a = 1
3 , b = 1

2 , c = 1
6 , d = 0.Epomènw mantèuoume ìti:

Sn =
1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n =

n(n + 1/2)(n + 1)

3Ja prèpei aut  thn manteyi� na thn apode�xoume kai me epagwg  afoÔ kane� den ma eggu�taiìti pr�gmati autì ja e�nai to �jroisma.Pr�gmati, gia n = 1 isqÔei afoÔ S1 = 1 = 1(1+1/2)(1+1)
3 = (3/2)·2

3 = 1. 'Estw ìti isqÔei gia
n = k − 1. Ja de�xoume ìti isqÔei kai gia n = k.

3Sk = 3Sk−1 + 3k2 = (k − 1)(k − 1/2)(k) + 3k2 =

(k3 − 3/2k2 + 1/2k) + 3k2 =

(k3 + 3/2k2 + 1/2k) =

k(k + 1/2)(k + 1)Epomènw apode�qthke.



0.5 Ginìmena 120.5 GinìmenaSthn per�ptwsh pou jèloume na upolog�soume èna ginìmeno arijm¸n Pn =
∏n

i=1 ai,tìte to meta-trèpoume se �jroisma logarijm�zont� to kai èpeita ìtan broÔme ton kleistì tÔpo epanerqìmasteuy¸nont� to sthn kat�llhlh dÔnamh. Sugkekrimèna:
ln Pn = ln

n
∏

i=1

ai =
n

∑

i=1

ln aiA efarmìzume aut  thn teqnik  sthn per�ptwsh tou paragontikoÔ:
n! = 1 · 2 · 3 · · · (n − 1) · nLogarijm�zonta metatrèpoume to ginìmeno se �jroisma:

ln n! = ln 1 + ln 2 + · · · + ln nTo �jroisma autì ja to fr�xoume qrhsimopoi¸nta th mèjodo th olokl rwsh (o log�rijmoe�nai aÔxousa sun�rthsh):
∫ n

1
ln xdx ≤

n
∑

k=1

ln k ≤
∫ n+1

1
ln xdx ⇒

[x ln x − x]n1 ≤
n

∑

k=1

ln k ≤ [x ln x − x]n+1
1

n lnn − n + 1 ≤
n

∑

k=1

ln k ≤ (n + 1) ln (n + 1) − nUy¸nonta thn an�swsh san dÔnamh tou e pa�rnoume:
nn

en−1
≤ n! ≤ (n + 1)n+1

enEpomènw proseggistik� mporoÔmena poÔme ìti to n! e�nai per�pou �so me (

n
e

)n.Bèbaia up�rqei m�a polÔ kalÔterh prosèggish h opo�a onom�zetai o tÔpo tou Stirling gia toparagontikì.Je¸rhma 3 √
2πn

(n

e

)n
e

1

12n+1 ≤ n! ≤
√

2πn
(n

e

)n
e

1

12nO tÔpo autì d�nei se exairetik  akr�beia to paragontikì enì arijmoÔ. Genik� mporoume napoÔme ìti to n! e�nai per�pou �so me √
2πn

(

n
e

)n.
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