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ΓΙΑΚΡΙΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ 



Δηζαγωγή 
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 Θεωπία γπαθημάηων (graph theory) 

 Μαζεκαηηθό εξγαιείν 

 Δθαξκνγή ζε πνιιά επηζηεκνληθά πεδία 

 Φξεζηκεύνπλ γηα πεξηγξαθή δνκώλ θαη ζρέζεσλ αλάκεζα ζε 
αληηθείκελα θαη νληόηεηεο 

 Δλδεηθηηθέο εθαξκνγέο: 

 πιεξνθνξηθή γηα πεξηγξαθή δηθηύσλ θαη αιγνξίζκσλ 

 ζηελ επηρεηξεζηαθή έξεπλα γηα ηνλ ζρεδηαζκό ρξνλνδηαγξακκάησλ 

 ζηε ρεκεία γηα ηελ πεξηγξαθή κνξηαθώλ δνκώλ  

 Άκεζε ζρέζε κε ηελ ζπλδπαζηηθή αλάιπζε 

 Οη απνδείμεηο πνιιώλ ζεσξεκάησλ βαζίδνληαη ζηηο αξρέο ηεο 
απαξίζκεζεο 

 Πνιιέο ζπλδπαζηηθέο δνκέο πεξηγξάθνληαη απνηειεζκαηηθά κε 

γξαθήκαηα  



Γέννηζη θεωπίαρ γπαθημάηων 

3 

 

 Από ηελ εξγαζία ηνπ Διβεηνύ καζεκαηηθνύ Leonhard 

Euler (1707 - 1783) 

 

 Θεκειηώδεο εξγαζία: "Solutio problematis ad geometriam 

situs pertinentis" (H ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο πνπ 

αλαθέξεηαη ζηε γεσκεηξία ηεο ζέζεο – 1736) 



Οη γέθπξεο ηνπ Königsburg 

 

 

 

 

 

 Σεκεξηλό Kalingrad (ζηε Βαιηηθή κεηαμύ Ληζνπαλίαο θαη 

Πνισλίαο) 
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Βνιηάξνληαο… 
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Λύζε: 

Leonhard Euler (1707-1783) 

 Μεγάινο 

καζεκαηηθόο ζε όια 

ηα πεδία 

 73 ηόκνη 

δεκνζηεύζεωλ 
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Τν γξάθεκα 

θνξπθή 

αθκή 
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Ο Λύκορ, η καηζίκα και ηο 

λάσανο… 
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 Έλαο  ηαμηδηώηεο έρεη έλαλ ιύθν, κία θαηζίθα θαη έλα 

ιάραλν πνπ πξέπεη λα πεξάζεη από έλα πνηάκη. Τν 

πξόβιεκα είλαη όηη αλ κείλνπλ κόλα ηνπο, ν ιύθνο ηξώεη ην 

θαηζίθη, ή ην θαηζίθη ηξώεη ην ιάραλν. Η βάξθα ρσξάεη 

κόλν δύν, έλαο εθ ησλ νπνίσλ είλαη ν ηαμηδηώηεο.  

 

Πώρ θα ηα πεπάζει ο ηαξιδιώηηρ απένανηι;  



Μεξηθέο Δθαξκνγέο γξαθεκάηωλ 

Εθαρμογή Κορσθές Ακμές Ροή 

Επικοινωνία 
Τπολογιζηές, 
ηηλεθωνικό  δίκησο, 
δορσθόροι 

Καλώδια, οπηικές 
ίνες, αζύρμαηα 

Φωνή, Εικόνα, 
πακέηα 

Κσκλώμαηα 
Πύλες, Καηατωρηηές, 
CPU 

Καλώδια Ρεύμα 

Μητανική ύνδεζμοι 
Δοκοί, ακηίνες, 
ελαηήρια 

Ενέργεια, 
Θερμόηηηα 

Τδρασλική 
Λίμνες, Σαμιεσηήρες, 
ηαθμοί άνηληζης 

ωληνώζεις 
Νερό, 
Πεηρέλαιο 

Οικονομικά Νόμιζμα, Μεηοτές σναλλαγές Κεθάλαιο 

Μεηαθορές 
Αεροδρόμια, 
διαζηασρώζεις, 
ζηαθμοί ηρένων 

Αεροδιάδρομοι, 
γραμμές ηρένοσ, 
δρόμοι 

Φορηία, 
οτήμαηα, 
επιβάηες 
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Καηεπζπλόκελν γξάθεκα 

2 

4 

3 
1 
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Σπλδεζκηθόηεηα 

Μπνξώ λα πεηάμω από ηελ πόιε Α ζηελ πόιε Β κε ηελ εηαηξία; 

Υπάξρεη δηαδξνκή από ηελ πόιε Α ζηελ πόιε Β ζην δίθηπν ηεο; 

11 



Λεηηνπξγία δηθηύωλ 

A B 

C D 

Μπνξώ λα πάω από θάζε 

θόκβν ζε θάζε άιινλ; 

A B 

C D 

Βιάβε 
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Επγηζκέλν γξάθεκα (weighted) 
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Σπληνκόηεξε δηαδξνκή 

Πνηα είλαη ε ζπληνκόηεξε δηαδξνκή από ηελ πόιε Α ζηελ πόιε Β κε ηελ εηαηξία; 

Πνηα δηαδξνκή από ηελ πόιε Α ζηελ πόιε Β έρεη ην κηθξόηεξν βάξνο; 
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GPS – Navigation  

Δύξεζε Διαρίζηωλ 

Γηαδξνκώλ…  
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Γξνκνιόγεζε ζην Internet (TCP/IP) 

V1 

1 

4 3 

3 

6 

4 4 

1 2 

5 

2 

V2 
V3 

V7 
V6 

V5 V4 

D3=2 
D2=1 

D7=3 

D6=6 

D5=7 
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Γξίθνο 

ΓΔΖ ΟΤΔ ΔΥΑΘ 

Σύλδεζε όια ηα ζπίηηα ρωξίο λα δηαζηαπξωζνύλ νη ζπλδέζεηο 
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Πξνζπαζήζηε… 

Σπίηη 2 κε ΟΤΔ; 

18 



Δπηπεδηθόηεηα 

 Μπνξεί έλα γξάθεκα λα ζρεδηαζηεί ώζηε λα κελ 

ππάξρνπλ ηεκλόκελεο αθκέο; 
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Ωθεαλία 

Πνην δίθηπν δηαδξνκώλ είλαη ην αζθαιέζηεξν; (θίλδπλνο από κεγάιεο 

δηαδξνκέο ζηε ζάιαζζα) 
20 



Γέλδξα Διάρηζηεο Σύλδεζεο 
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Λύζε 
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Σθάθη (πξόβιεκα θπξηαξρίαο) 

 Πσο κπνξώ λα ηνπνζεηήζσ 8 βαζίιηζζεο, ρσξίο λα 

απεηινύληαη; 
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Ο πεξίπαηνο ηνπ Ηππόηε 

(Hamiltonian πεξίπαηνο) 

24 



Φάξηεο (ρξωκαηηζκόο) 

 Πσο κπνξώ λα 
ρξσκαηίζσ θάζε ρώξα 
(λνκό) ώζηε γεηηνληθή 
λνκνί λα κελ έρνπλ ίδην 
ρξώκα; 

 Πόζα ρξώκαηα 
ρξεηάδνληαη ζην 
ειάρηζην; 
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Αλάιπζε Σπλδέζκωλ 

Πνηνη θόκβνη είλαη κεντρικοί; 26 



Κνηλωληθά Γίθηπα 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

Έλα γξάθεκα θηιίαο 

όπνπ δύν άλζξωπνη 

ζπλδένληαη αλ είλαη θίινη 

ζην Facebook. 

 

Έλα γξάθεκα 

επηξξνήο 



Σι είναι ένα γπάθημα; 
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 Έλα ζρήκα πνπ απνηειείηαη από θόκβνπο θαη γξακκέο πνπ 

ζπλδένπλ ηνπο θόκβνπο 

 Παξαδείγκαηα γξαθεκάησλ:  

 Οδηθόο ράξηεο 

 Ηιεθηξηθό θύθισκα 

 Γηάγξακκα ξνήο αιγόξηζκνπ 

 Παξαιείπνληαη κνξθνινγηθά ραξαθηεξηζηηθά 

 νη γξακκέο κπνξεί λα είλαη θακπύιεο (δξόκνη) 

 νη θόκβνη κπνξεί λα είλαη νξζνγώληα (δηαγξάκκαηα ξνήο) 

 Μπνξνύκε λα ραξαθηεξίζνπκε έλα γξάθεκα κόλν από ηνπο 

θόκβνπο θαη ηηο ζπλδεηηθέο γξακκέο  

Γεσκεηξία πνπ παίδεη 

ξόιν κόλν ε ζέζε θαη ε 

ζρέζε ησλ ζεκείσλ θαη 

όρη ε απόζηαζε 



Οπιζμόρ 

30 

Γπάθημα (graph): Έλα δεύγνο ),( EVG   ζπλόισλ όπνπ 

 Τα ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ E  είλαη 2-ππνζύλνια ηνπ 

ζπλόινπ V   

 Τα ζηνηρεία ηνπ V  νλνκάδνληαη κοπςθέρ (vertices) ηνπ 

γξαθήκαηνο G 

 Τα ζηνηρεία ηνπ E  νλνκάδνληαη ακμέρ (edges) 

Γηα αλαθνξά ζην γξάθεκα  G, είλαη ρξήζηκνη νη ζπκβνιηζκνί )(GV  θαη )(GE  



Παπάδειγμα  
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Γξάθεκα ),( EVG   

Σύλνιν θνξπθώλ: 

}8,7,6,5,4,3,2,1{V  

Σύλνιν αθκώλ: 

}}8,7{},8,6{},8,5{},6,5{},7,4{},5,4{          

},8,3{},6,3{},4,3{},7,2{},5,2{},3,2{},8,1{},6,1{},4,1{},2,1{{E
. 



Σρεκαηηθή παξάζηαζε 
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Γράθημα με 8 

κορσθές και 16 

ακμές  
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Οπολογία 
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 Τάξη (order) ηνπ γξαθήκαηνο G: ην πιήζνο ησλ 

θνξπθώλ ηνπ |V(G)|   

 Μέγεθορ (size) ηνπ γξαθήκαηνο G:  ην πιήζνο  ησλ 

αθκώλ ηνπ |E(G)| 

 Τν ζύλνιν ησλ θνξπθώλ (θαη επνκέλσο θαη ησλ 

αθκώλ) είλαη πεπεξαζκέλν 

 Γειηονικέρ (adjacent ή neighbours) θνξπθέο: 

a,bE(G) θαη e={a,b}E(G) 

 Η αθκή e ζςνδέει (joins) ηηο θνξπθέο 



Αλαπαξάζηαζε Γξαθεκάηωλ:  

Λίζηεο Γεηηλίαζεο 

Μία λίζηα γειηνίαζης  κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα έλα 

γξάθεκα ρσξίο πνιιαπιέο αθκέο θαζνξίδνληαο ηηο θνξπθέο 

πνπ είλαη γεηηνληθέο ζε θάζε θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο. 

 

 

 

 

Κοπςθή Γειηονικέρ Κοπςθέρ 

a b,c,e 

b a 

c a,d,e 

d c,e 

e a,c,d 



Αναπαπάζηαζη Γπαθημάηων: 

Πίνακερ Γειηνίαζηρ 
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Παξάζηαζε κε αξηζκεηηθή κνξθή, θαηάιιειε γηα επεμεξγαζία 

κε ππνινγηζηέο  

Πίνακαρ γειηνίαζηρ (adjacency matrix) γξαθήκαηνο ),( EVG   

κε },...,,{ 21 nvvvV  : 

Ο nn  πίλαθαο ][
)(G

ijG aA  κε ζηνηρεία  










Eji

Eji
a

G
ij },{    αλ    0

},{    αλ    1)(
,     nji ,...,2,1,   

)(G
ija  = 1 αλ νη θνξπθέο iv  θαη jv  ζπλδένληαη, 0 αιιηώο  
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Παπάδειγμα 
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01110101

10001010

10010101

10101010

01010101

10101010

01010101

10101010

GA





































001000100

000010010

100000001

000001100

010000010

000100001

100100000

010010000

001001000

GA



Αλαπαξάζηαζε Γξαθεκάηωλ: 

Πίλαθεο Πξόζπηωζεο 

Έζησ G = (V, E) έλα απιό γξάθεκα όπνπ v1, v2, … vn  

νη θνξπθέο θαη e1, e2, … em νη αθκέο. Ο πίλαθαο 

πξόζπησζεο ζε ζρέζε κε κία δηάηαμε ησλ V θαη E 

είλαη έλαο n × m  πίλαθαο M = [mij], όπνπ 

𝑚𝑖𝑗 =  
1 ό𝜏𝛼𝜈 𝜂 𝑒𝑗 휀𝜄𝜈𝛼𝜄 𝜋𝜌𝜊𝜍𝜅휀𝜄𝜇휀𝜈𝜂 𝜍𝜏𝜂𝜈 𝑣𝑖
0 𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌휀𝜏𝜄𝜅𝛼

 



Παξάδεηγκα 

Οι γραμμές από πάνω προς τα 

κάτω αντιστοιτούν στις κορσυές v1 

έωο v5 θαη νη ζηήιεο από αξηζηεξά 

πξνο δεμηά αντιστοιτούν στις 

ακμές e1 έωο e6. 



Τπογπάθημα  
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Έλα γξάθεκα ),( EVG   νλνκάδεηαη ςπογπάθημα (subgraph) 

ηνπ ),( EVG   (ή ηζνδύλακα ην G νλνκάδεηαη ςπεπγπάθημα 

(supergraph) ηνπ G) αλ 

VV      θαη    EE  . 

Σηελ πεξίπησζε απηή ρξεζηκνπνηνύκε ην ζπκβνιηζκό GG   



Διδικέρ πεπιπηώζειρ 
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 Επιθέπον ςπογπάθημα (induced subgraph) G ηνπ G: Αλ 

GG   θαη ην G πεξηέρεη όιεο ηηο αθκέο Eba },{  πνπ 

ελώλνπλ ηηο θνξπθέο Vba , . Σπκβνιίδεηαη V   

 Ερμηνεία: ην επηθέξνλ ππνγξάθεκα είλαη ην κεγαιύηεξν ζε 

κέγεζνο (αξηζκό αθκώλ) ππνγξάθεκα ηνπ G κε ην 

ζπγθεθξηκέλν ζύλνιν θνξπθώλ V .  

 Λέμε: ην ζύλνιν V  επιθέπει ή παπάγει (induces or spans) ην 

γξάθεκα G 

 Αλ GG   θαη VV  , ην G νλνκάδεηαη παπάγον 

ςπογπάθημα (spanning subgraph) ηνπ G 



Παπάδειγμα 
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Παπάδειγμα (ζςν.) 
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Ππάξειρ γπαθημάηων 
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Γξαθήκαηα ),( 111 EVG   θαη ),( 222 EVG  : 

Ένωζη (union) γξαθεκάησλ: ),( 212121 EEVVGG   

Τομή (intersection) γξαθεκάησλ: ),( 212121 EEVVGG   

Γελίθεπζε γηα πεξηζζόηεξα: )E,V(G iii  , ni ,,2,1  : 

  n
i i

n
i i

n
i i 111

E,VG


  

  n
i i

n
i i

n
i i 111

E,VG


  

Αλ jVVi   = ,  ηόηε γξάθνπκε  
n
i i1

G  (εςθύ άθποιζμα) 



Παπάδειγμα 
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Γξαθήκαηα ),( 111 EVG   θαη ),( 222 EVG  : 

}5,4,3,2,1{1 V , }}5,4{},5,3{},4,2{},3,2{},2,1{{1 E  

  }6,5,4,3{2 V   }}6,5{},6,4{},5,3{},4,3{{2 E  

1

5

4

3

2

1G

3

2G

6

5

4



3

2G

6

5

4

Παπάδειγμα (ζςν.) 
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3

2

21 GG 

3

5

4

21 GG 

}6,5,4,3,2,1{)( 21 GGV

}}6,5{},6,4{},5,4{},5,3{},4,3{                          

},4,2{},3,2{},2,1{{)( 21 GGE

}5,4,3{)( 21 GGV

}}5,3{{)( 21 GGE



Παπάδειγμα (εςθύ άθποιζμα) 
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Γξαθήκαηα ),( 111 EVG   θαη ),( 222 EVG  : 

}7,5,3,1{1 V ,  }}7,5{},7,3{},5,3{},5,1{},3,1{{1 E  

  }8,6,4,2{2 V   }}8,6{},6,4{},8,2{},4,2{{2 E  

  21 VV , νπόηε 2121 GGGG  :  

}8,7,6,5,4,3,2,1{)( 21 GGV  

θαη 

}}8,6{},7,5{},6,4{                         

},7,3{},5,3{},8,2{},4,2{},5,1{},3,1{{)( 21 GGE
. 



2

8

6

4 2G

Παπάδειγμα (εςθύ άθποιζμα) 
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ςμπληπωμαηικό γπάθημα 
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Σςμπληπωμαηικό (complement) ηνπ γξαθήκαηνο ),( EVG  : 

Τν γξάθεκα G  γηα ην νπνίν: 

 VGV )(   

 Τν ζύλνιν ησλ αθκώλ ηνπ G  απνηειείηαη από όια ηα 2-

ππνζύλνια ηνπ V  ηα νπνία όκσο δελ είλαη ζηνηρεία ηνπ E  

Σεκαληηθή ηδηόηεηα ηνπ πίλαθα γεηηλίαζεο: 

10

01

)()(

)()(
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ij
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Παπάδειγμα 
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Γιαγπαθή και ππόζθεζη κοπςθήρ 
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Σε γξάθεκα ),( EVG  :  

 Διαγπαθή κοπςθήρ Vv  (deleting a vertex) vG  : ην 

ππνγξάθεκα πνπ νξίδεηαη από όιεο ηηο ππόινηπεο θνξπθέο 

θαη όιεο ηηο αθκέο πνπ δελ είραλ σο άθξν ηελ θνξπθή v . 

 Ππόζθεζη κοπςθήρ (adding a vertex) Vw  wG  : 

ππεξγξάθεκα ηνπ G όπνπ ε λέα θνξπθή δε ζα είλαη 

ζπλδεδεκέλε κε θακία άιιε 



Γιαγπαθή και ππόζθεζη ακμήρ 
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 Διαγπαθή ακμήρ Ee  eG  : δεκηνπξγεί έλα ππνγξάθεκα 

κε όιεο ηηο θνξπθέο ηνπ G θαη κε όιεο ηηο αθκέο ηνπ, εθηόο 

από ηελ e.  

 Ππόζθεζη ακμήρ },{ vue   eG  : Αλ δύν θνξπθέο Vuv ,  

δε ζπλδένληαη κε θάπνηα αθκή ζην G, ηόηε  δεκηνπξγείηαη 

έλα ππεξγξάθεκα ηνπ G ην νπνίν πεξηέρεη όιεο ηηο 

θνξπθέο θαη ηηο αθκέο ηνπ G καδί κε ηε λέα αθκή.  



Παπάδειγμα 
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61 GG ,   612 GG ,   }6,4{23  GG ,   }4,3{34 GG  
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Πλήπερ γπάθημα 
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Πλήπερ γπάθημα (complete graph): Γξάθεκα G ηνπ νπνίνπ 

όιεο νη θνξπθέο είλαη αλά δύν γεηηνληθέο. Αλ δειαδή ),( EVG   

ηόηε ηζρύεη: 

Γηα θάζε EvuVvu  },{,  

 Τν πιήξεο γξάθεκα κε nV   θνξπθέο ζπκβνιίδεηαη κε nK   

 Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο ελόο πιήξνπο γξαθήκαηνο έρεη όια ηα 

κε-δηαγώληα ζηνηρεία ίζα κε 1 



Παπάδειγμα 
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Όια ηα πιήξε γξαθήκαηα nK  γηα n = 2, 3, 4, 5, 6, 9, 12, 24. 

 

         2K           3K          4K              5K  

 

 

          6K          9K          12K           24K  



Απιθμόρ ακμών Kn 
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Αξηζκόο αθκώλ ηνπ nK : 

2

)1(
)(




nn
KE n  

Απόδεημε: 

•Οη αθκέο ελόο γξαθήκαηνο είλαη όζεο θαη ηα «1» πάλσ 

(ή θάησ) από ηε δηαγώλην ηνπ πίλαθα γεηηλίαζεο 

•Σην πιήξεο γξάθεκα όια ηα ζηνηρεία πάλσ από ηε 

δηαγώλην είλαη ίζα κε 1. 

•Πιήζνο: (n2-n)/2=n(n-1)/2  

Σπλδπαζηηθή Απόδεημε; 



Γιμεπέρ γπάθημα 

56 

Διμεπέρ γπάθημα ή διγπάθημα ),( EVG   αλ:  

 Υπάξρεη δηακέξηζε ησλ θνξπθώλ ηνπ ζε δύν θιάζεηο 1V  θαη 

2V  (δει. 21 VV  = θαη VVV  21 ) ώζηε θάζε αθκή ηνπ 

γξαθήκαηνο λα έρεη ηα άθξα ηεο ζε δηαθνξεηηθέο θιάζεηο.  

 

Γύν θνξπθέο πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα θιάζε δελ κπνξεί λα είλαη 

γεηηνληθέο.  



Πλήπερ διμεπέρ γπάθημα 

57 

Σηελ πεξίπησζε πνπ θάζε θνξπθή ηεο θιάζεο V1 

ζπλδέεηαη κε όιεο ηηο θνξπθέο ηεο V2, ην 

γξάθεκα νλνκάδεηαη πιήξεο δηκεξέο γξάθεκα 

θαη ζπκβνιίδεηαη κε Kn1,n2 όπνπ n1=|V1| θαη 

n2=|V2|  



Πίνακαρ γειηνίαζηρ  

διμεπούρ γπαθήμαηορ 
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Πίλαθαο γεηηλίαζεο δηκεξνύο γξαθήκαηνο:  











2

1

12

12

n

n

0B

B0
 

in0  : ii nn   πίλαθαο κε όια ηα ζηνηρεία ηνπ 0 

12B : 21 nn   πίλαθαο πνπ παξηζηά ηε γεηηλίαζε ησλ ζηνηρείσλ 

ησλ δύν θιάζεσλ.  



Γενίκεςζη οπιζμού 
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 Γηα δηακέξηζε ηνπ V  ζε 2r  θιάζεηο rVVV ,...,, 21 : r μεπέρ 

γπάθημα.  

 Αλ θάζε θνξπθή ηεο θιάζεο iV , ri ,,2,1   ζπλδέεηαη κε όιεο 

ηηο θνξπθέο όισλ ησλ άιισλ θιάζεσλ, ηόηε ην γξάθεκα 

νλνκάδεηαη πλήπερ r μεπέρ γπάθημα 
rnnK ,,1

 όπνπ ii Vn  , 

ri ,,2,1  .  

 Πίλαθαο γεηηλίαζεο: 
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Παπάδειγμα 
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 Γηκεξέο γξάθεκα 
}7,6,5,4{}3,2,1{)( 1 GV
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Παπάδειγμα 
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 4-κεξέο γξάθεκα 
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Πλήπη διμεπή γπαθήμαηα 
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5,2K

3,4K



Πλήπη διμεπή γπαθήμαηα 
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6,6K 3,9K



Πλήπη r-μεπή γπαθήμαηα 
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3,2,2K
1,2,2,1K



Βαθμόρ κοπςθήρ 
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 Ο βαθμόρ (degree ή valency) ηεο θνξπθήο v  ζην γξάθεκα 

G, είλαη ν αξηζκόο ησλ αθκώλ ηνπ γξαθήκαηνο πνπ έρνπλ 

ζαλ άθξν ηελ θνξπθή v  θαη ζπκβνιίδεηαη κε )(vdG  ή πην 

απιά κε )(vd .  

 Μηα θνξπθή κε βαζκό 0 νλνκάδεηαη απομονωμένη 

(isolated). 



Παπάδειγμα 
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5)2()1(  dd ,  4)4()3(  dd ,  

3)6()5(  dd ,  2)8()7(  dd , 

1)10()9(  dd  

1

2
3

4

5

6

7 8

9

10

 



Κανονικό γπάθημα 
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 Αλ όιεο νη θνξπθέο ελόο γξαθήκαηνο έρνπλ ηνλ ίδην 

βαζκό, ηόηε ην γξάθεκα νλνκάδεηαη κανονικό (regular). 

 Έλα θαλνληθό γξάθεκα ζην νπνίν θάζε θνξπθή έρεη ηνλ 

ίδην βαζκό k , νλνκάδεηαη θαη k κανονικό ( k regular).  

 Τα 3-θαλνληθά γξαθήκαηα νλνκάδνληαη θαη κςβικά 

(cubic). 



Παπάδειγμα 
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Κσβικά γραθήμαηα με 4,6,8,10 κορσθές 



Άθποιζμα βαθμών 

69 

Evd
Vv




2)(

Απόδειξη: Σν άζξνηζκα ηωλ βαζκώλ ηωλ 

θνξπθώλ είλαη ην άζξνηζκα όιωλ ηωλ ζηνηρείωλ 

ηνπ πίλαθα γεηηλίαζεο θαη είλαη ην δηπιάζην από ην 

πιήζνο ηωλ αθκώλ ην νπνίν εθθξάδεηαη από ην 

άζξνηζκα ηωλ ζηνηρείωλ πάλω (ή θάηω) από ηε 

δηαγώλην.  



Βαζκνί Κνξπθώλ 
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 Πόζεο αθκέο έρεη έλα γξάθεκα κε 10 θνξπθέο βαζκνύ 

6; 

 

 Αλ έλα γξάθεκα έρεη 5 θνξπθέο, κπνξεί θάζε θνξπθή 

λα έρεη βαζκό; 

 

 Να δείμεηε όηη έλα γξάθεκα έρεη άξηην πιήζνο 

θνξπθώλ πεξηηηνύ βαζκνύ. 

 



Γιαδπομή 
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Σε έλα γξάθεκα ),( EVG  , σο διαδπομή (path) κεηαμύ δύν 

θνξπθώλ 0v  θαη kv  νξίδεηαη έλα ππνγξάθεκα ηεο κνξθήο 

),( pp EVP   όπνπ  

},,,,{ 110 kkp vvvvV     

 θαη  

 }},{,},,{},,{{ 12110 kkp vvvvvvE   . 



Γιαδπομή 
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 Η δηαδξνκή είλαη αθνινπζία δηαδνρηθά γεηηνληθώλ θνξπθώλ, 

ρσξίο επαλάιεςε αθκώλ 

 Λέκε όηη νη θνξπθέο 0v  θαη kv  επικοινωνούν (are linked) 

κέζσ ηεο P  θαη όηη απνηεινύλ ηα άκπα (edges) ηεο 

 Οη θνξπθέο 11 ,, kvv   νλνκάδνληαη εζωηεπικέρ (inner) 

θνξπθέο ηεο δηαδξνκήο 

 Τν πιήζνο ησλ αθκώλ pE  νλνκάδεηαη μήκορ (length) ηεο 

δηαδξνκήο.  

 Σπλήζσο ε δηαδξνκή ζπκβνιίδεηαη κε ηελ αθνινπζία ησλ 

θνξπθώλ ηεο, γξάθνπκε δειαδή kvvvP 10   



Παπάδειγμα 
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5,4,3,2,11 P 4,5,2,6,3,1,82 P



Κύκλορ 
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 Αλ  110  kvvvP   είλαη κία δηαδξνκή, ηόηε ην 

γξάθεκα 

}),{)(),(( 01 vvPEPVC k  

πνπ πξνθύπηεη από ηελ πξνζζήθε κηαο αθκήο πνπ 

ελώλεη ην ηέινο ηεο δηαδξνκήο κε ηελ αξρή ηεο, 

νλνκάδεηαη κύκλορ (cycle).  

 O θύθινο ζπκβνιίδεηαη κε ηελ αθνινπζία ησλ 

θνξπθώλ ηνπ: 0110  v  kvvvC   



Παπαδείγμαηα κύκλων 
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1,6,3,11 C 5,4,2,6,1,52 C



ςνδεδεμένο γπάθημα 
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 Σςνδεδεμένο (connected) γξάθεκα G: Αλ νπνηεζδήπνηε δύν 

δηαθνξεηηθέο θνξπθέο ηνπ, επηθνηλσλνύλ κέζσ κίαο 

ηνπιάρηζηνλ δηαδξνκήο. 

 Σηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα δεπγάξη 

θνξπθώλ νη νπνίεο δελ επηθνηλσλνύλ, ην γξάθεκα νλνκάδεηαη 

μη-ζςνδεδεμένο (disconnected).  



Erdős numbers 

Example: Erdős numbers.                                                                     

In a collaboration graph, two people a and b are                  

connected by a path when there is a sequence                           

of people starting with a and ending with b                           

such that the endpoints of each edge in the                          

path are people who have collaborated.  

 In the academic collaboration graph of people who have 

written papers in mathematics, the Erdős number of a 

person m is the length of the shortest path between m 

and the prolific mathematician Paul Erdős. 

 To learn more about Erdős numbers, visit   

http://www.ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html 

 

Paul Erdős 

http://www.ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html
http://www.ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html
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Παπάδειγμα  
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 Τν G κε–ζπλδεδεκέλν, ην ζπκπιεξσκαηηθό ηνπ 

ζπλδεδεκέλν 

1

2

3

4

5

6

7
G

Απόδεημε…. 



ςνδεηόηηηα 
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 Η ηδηόηεηα ηεο επηθνηλσλίαο κέζσ ελόο κνλνπαηηνύ είλαη 

ζρέζε ηζνδπλακίαο 

 Τν ζύλνιν ησλ θνξπθώλ V  κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε 

δηαθνξεηηθέο θιάζεηο ηζνδπλακίαο (δηακέξηζε) 

  Σε θάζε θιάζε αλήθνπλ θνξπθέο νη νπνίεο επηθνηλσλνύλ 

κεηαμύ ηνπο αιιά γηα θνξπθέο από δηαθνξεηηθέο θιάζεηο δελ 

ππάξρεη επηθνηλσλία 

 O αξηζκόο ησλ θιάζεσλ νλνκάδεηαη ζςνδεηόηηηα 

(connectivity) ηνπ γξαθήκαηνο θαη ζπκβνιίδεηαη )(Gk  

  Κάζε θιάζε νλνκάδεηαη ζςνδεδεμένη ζςνιζηώζα (connected 

component) θαη είλαη έλα ζπλδεδεκέλν ππνγξάθεκα ηνπ G 

 



Παπάδειγμα 
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Σσνδεδεμένο και μη ζσνδεδεμένο γράθημα 



Παπάδειγμα (ζςν.) 
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 1G : ζπλδεδεκέλν γξάθεκα ρσξίο θπθιώκαηα (δένδρο).  

 Μεηάβαζε από νπνηαδήπνηε θνξπθή ζε νπνηαδήπνηε άιιε 

κίαο δηαδνκήο πνπ πεξλά από ηελ θνξπθή 9 

 2G : κε ζπλδεδεκέλν  

 Σπλδεηόηεηα είλαη 4)( 2 Gk   

 θαη νη ζπλδεδεκέλεο ζπληζηώζεο είλαη νη θιάζεηο {1,2,4,8}, 

{3,6,7}, {5,10}, {9} 



Παπάδειγμα 

86 

Δύξεζε ησλ ζπλδεδεκέλσλ ζπληζησζώλ γξαθήκαηνο ),( EVG   

από πίλαθα γεηηλίαζεο: 
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Αλαδεηνύκε κνλνπάηηα θαη επνκέλσο ηε δηακέξηζε ηνπ G ζε 

θιάζεηο ηζνδπλακίαο, κε ηε βνήζεηα αιγόξηζκνπ.  



Παπάδειγμα (ζςν.) 
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 Αξρίδνπκε από έλα ππνζύλνιν θνξπθώλ 1V , θαη ππνζέηνπκε 

όηη 11 V . Από ηηο κνλάδεο ηνπ πίλαθα: ην 1 επηθνηλσλεί 

απεπζείαο κε ηηο θνξπθέο 5 θαη 6. Από ηνλ πίλαθα: ε θνξπθή 

5 ζπλδέεηαη κόλν κε ηελ 1 θαη ηελ 6, ελώ κε ηελ 6 ζπλδένληαη 

κόλν νη 1 θαη 5. Δπνκέλσο }6,5,1{1 V  

 Θεσξνύκε ζύλνιν 2V  κε 22 V . Η θνξπθή 2 ζπλδέεηαη κε ηηο 

4,7,8. Η 4 ζπλδέεηαη κόλν κε ηε 2, ε 7 κε ηηο 2 θαη 8 θαη ε 8 κε 

ηηο 2 θαη 7. Άξα }8,7,4,2{2 V . 

 Η θνξπθή 3 δελ ζπλδέεηαη κε θακία άιιε. Δπνκέλσο }3{3 V . 

 Πξνθύπηεη όηη ε ζπλδεηόηεηα ηνπ G είλαη 3)( Gk .  



Κάπνηα άιια γξαθήκαηα… 

 Σε έλα απλό γράθημα δελ ππάξρνπλ παξαπάλσ από κία αθκή κεηαμύ δύν 

θόκβσλ.  

 Τα πολσγραθήμαηα κπνξεί λα έρνπλ πνιιαπιέο αθκέο κεηαμύ δύν θνξπθώλ. 

Όηαλ m δηαθνξεηηθέο αθκέο ζπλδένπλ ηηο θνξπθέο u θαη v, ηόηε ιέκε όηη ε 

{u,v} είλαη κία αθκή κε πολλαπλόηηηα m.  

 Μία αθκή πνπ ζπλδέεη κία θνξπθή κε ηνλ εαπηό ηεο ιέγεηαη βρότος. 

 Έλα υεσδογράθημα  κπνξεί λα πεξηιακβάλεη βξόρνπο θαζώο θαη πνιιαπιέο 

αθκέο κεηαμύ δύν θνξπθώλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a b 

c 



Οι γέθςπερ ηος Königsberg 
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Σε θάζε γξάθεκα, αλ ν βαζκόο ελόο θόκβνπ είλαη πεξηηηόο αξηζκόο 

ηόηε ν θόκβνο απηόο δελ κπνξεί λα είλαη εζωηεξηθόο θόκβνο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ κνλνπαηηνύ.  

D 

1 

2 

3 

6 

7 

4 

5 

B 

A 

C 

Euler κνλνπάηη ή θύθινο. 

Έλα γξάθεκα κε Euler 

θύθιν ιέγεηαη Eulerian 

Πόηε έλα γξάθεκα είλαη Eulerian (ή κνλνθνλδπιηά); 



Euler Κύθινο 
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Πνηα από ηα παξαθάησ έρεη Euler θύθιν; 



Ηθαλέο θαη Αλαγθαίεο Σπλζήθεο γηα 

Euler Κύθινπο θαη Γηαδξνκέο 

Θεώπημα: Έλα ζπλδεδεκέλν πνιπγξάθεκα κε 

ηνπιάρηζηνλ δύν θνξπθέο έρεη Euler θύθιν αλ θαη κόλν 

αλ θάζε θνξπθή έρεη άξηην βαζκό ελώ έρεη Euler 

δηαδξνκή αλ θαη κόλν αλ έρεη αθξηβώο δύν θνξπθέο 

πεξηηηνύ βαζκνύ. 

  

 

 



Ο Λύκορ, η καηζίκα και ηο 

λάσανο… 

99 

(ΛπΚΤΛα,0) 

(ΛπΛα,ΤΚ) (ΛπΛαΤ,Κ) (Λα,ΛπΤΚ) (ΛαΤΚ,Λπ) 

(Λπ,ΛαΤΚ) (ΛπΤΚ,Λα) (Κ,ΛπΤΛα) (ΚΤ,ΛπΛα) 

(0,ΛπΚΤΛα) 



Hamiltonian Γπαθήμαηα 
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• Έλα γξάθεκα ιέγεηαη Hamiltonian αλ πεξηέρεη έλαλ 

Hamiltonian θύθιν 

 

• Ό Hamiltonian θύθινο ελόο γξαθήκαηνο είλαη έλαο 

θύθινο πνπ πεξλά από θάζε θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο 

κία θαη κόλν κία θνξά 
Τν θνπίδ ηνπ Hamilton 



Σο ππόβλημα ηος Πεπιοδεύονηορ 

Πωληηή (TSP) 

101 

 Έζησ γξάθεκα G όπνπ θάζε αθκή έρεη έλαο 

βάξνο.  

 Έλαο Hamiltonian θύθινο ηνπ G κε ην ειάρηζην 

ζπλνιηθό βάξνο ιύλεη ην TSP. 

 Γηα πιήξεο γξάθεκα ην πιήζνο ησλ Hamiltonian 

θύθισλ είλαη (n-1)!/2, γηα n θνξπθέο. Γηαηί; 


