
1. Άζξνηζκα 

Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα    ∑     
    κε ηελ ηερληθή ηεο εμίζσζεο αζξνίζκαηνο. 

Χξεζηκνπνηνύκε ηνλ ηύπν: 
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Θέινπκε λα εθθξάζνπκε ην άζξνηζκα ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ   .  
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Δπνκέλσο έρνπκε: 
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2. Άζξνηζκα 

Ξεθηλάκε κε δύν κεγάια πνηήξηα, όπνπ ην πξώην πεξηέρεη 500 ml λεξνύ θαη ην δεύηεξν 500ml 

θξαζηνύ. Χύλνπκε ην 1/3 ηεο πνζόηεηαο ηνπ πξώηνπ πνηεξηνύ ζην δεύηεξν θαη έπεηηα αθνύ ην 

αλαθαηώζνπκε θαιά ξίρλνπκε 1/3 ηεο πνζόηεηαο ηνπ δεύηεξνπ πνηεξηνύ ζην πξώην. Απηήλ ηελ 

δηαδηθαζία ηελ επαλαιακβάλνπκε n θνξέο.  

Α)Γώζηε έλαλ θιεηζηό ηύπν όζνλ αθνξά ηελ πνζόηεηα θξαζηνύ ζην πξώην πνηήξη έπεηηα από n 

επαλαιήςεηο. 

Β) Πνηα είλαη ε πνζόηεηα ηνπ θξαζηνύ ζε θάζε πνηήξη θαζώο ην n ηείλεη ζην άπεηξν; 

 

Α) Έζησ όηη ζηελ αξρή ελόο γύξνπ ην πξώην πνηήξη πεξηέρεη 0≤w≤1 (500w ml) θξαζί θαη 1-w λεξό. 

Αληίζηνηρα ζην δεύηεξν πνηήξη.  

Όηαλ ρύλνπκε 1/3 από ην πξώην πνηήξη ζην δεύηεξν, ηόηε ην πξώην πνηήξη πεξηέρεη 2/3 πγξό θαη 2/3w 

θξαζί ελώ ην δεύηεξν πνηήξη πεξηέρεη 4/3w πγξό θαη 1-(2/3)w θξαζί. Χύλνληαο από ην δεύηεξν ζην 

πξώην πνηήξη κεηαθέξνπκε ην (1/3)(4/3) ηνπ θξαζηνύ από ην δεύηεξν ζην πξώην. Δπνκέλσο, κεηά ην 

ηέινο ηνπ γύξνπ θαη ηα δύν πνηήξηα πεξηέρνπλ 500ml πγξνύ ελώ ην πξώην πνηήξη πεξηέρεη θξαζί  
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Έπεηηα από αθόκα έλαλ γύξν ην πξώην πνηήξη πεξηέρεη: 
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Έπεηηα από n γύξνπο: 
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 Αθνύ w=0 αξρηθά ην θξαζί ζην πξώην πνηήξη, έπεηηα από n γύξνπο είλαη 
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3. Άζξνηζκα 

Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα:  ∑ ((    )   ∑ (    )   
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4. Γηπιό Άζξνηζκα 

Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα: ∑   
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5. Γηπιό Άζξνηζκα 

Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα: ∑ ∑      
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6. Άζξνηζκα 

Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα: ∑     
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7. Άζξνηζκα 

Μία θαηζαξίδα είλαη ζηελ άθξε ελόο ειαζηηθνύ ραιηνύ κε κήθνο 1 κέηξν. Ζ θαηζαξίδα ζέιεη λα 

δηαζρίζεη ην ραιί θαη ην θάλεη κε ηαρύηεηα 1 εθαηνζηό αλά δεπηεξόιεπην. Όκσο ζην ηέινο θάζε 

δεπηεξνιέπηνπ έλα κηθξό παηδάθη επηκεθύλεη ην ραιί ηξαβώληαο ην θαη από ηηο δύν άθξεο θαηά 1 

κέηξν. Έζησ όηη απηή ε επηκήθπλζε είλαη ζηηγκηαία θαη ην ραιί επηκεθύλεηαη νκνηόκνξθα. Σηα πξώηα 

δεπηεξόιεπηα ζπκβαίλνπλ ηα εμήο: 

 Ζ θαηζαξίδα δηαλύεη 1 εθαηνζηό θαη έρεη λα δηαλύζεη αθόκα 99 εθαηνζηά. 

 Τν παηδί επηκεθύλεη ην ραιί θαηά 1 κέηξν, άξα πίζσ από ηε θαηζαξίδα ππάξρνπλ 2 εθαηνζηά 

ραιηνύ θαη κπξνζηά ηεο 198 εθαηνζηά. 

 Ζ θαηζαξίδα δηαλύεη άιιν έλα εθαηνζηό θαη άξα πίζσ από ηε θαηζαξίδα ππάξρνπλ 3 εθαηνζηά 

ραιηνύ θαη κπξνζηά ηεο 197 εθαηνζηά. 

 Τν παηδί επηκεθύλεη ην ραιί θαηά 1 κέηξν (3 κέηξα ζπλνιηθά), άξα πίζσ από ηε θαηζαξίδα 

ππάξρνπλ 3*3/2=4,5 εθαηνζηά ραιηνύ θαη κπξνζηά ηεο 295,5 εθαηνζηά. 

 θνθ 

Ζ δνπιεηά καο ζα είλαη λα βξνύκε ηη ζα γίλεη κε ηελ θαηζαξίδα. Θα κπνξέζεη λα δηαζρίζεη ην ραιί 

ή όρη; 

1. Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ δεπηεξνιέπηνπ i ηη θιάζκα ηνπ ραιηνύ δηαλύεη ε θαηζαξίδα; 

2. Καηά ηε δηάξθεηα ησλ πξώησλ n δεπηεξνιέπησλ ηη θιάζκα ηνπ ραιηνύ έρεη δηαλύζεη ε 

θαηζαξίδα; 

3. Πόζν πεξίπνπ ρξόλν ρξεηάδεηαη ε θαηζαξίδα γηα λα δηαλύζεη ην ραιί (αλ ην δηαλύζεη) 

 

1. Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ i-νζηνύ δεπηεξνιέπηνπ ην κήθνο ηνπ ραιηνύ είλαη 100i εθαηνζηά θαη ε 

θαηζαξίδα δηαλύεη 1 εθαηνζηό. Άξα ην θιάζκα ηνπ ραιηνύ πνπ δηαλύεη ε θαηζαξίδα είλαη 

1/100i. 

2. Ζ θαηζαξίδα δηαλύεη ην 1/100 ηνπ ραιηνύ ην πξώην δεπηεξόιεπην, ην 1/200 ην δεύηεξν 

δεπηεξόιεπην θνθ. Άξα γηα ηα n πξώηα δεπηεξόιεπηα, ην θιάζκα ηνπ ραιηνύ πνπ έρεη δηαλύζεη 

ε θαηζαξίδα είλαη: 
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3. Ζ θαηζαξίδα θηάλεη ζηελ άθξε ηνπ ραιηνύ όηαλ ην θιάζκα είλαη ίζν κε 1. Απηό ζπκβαίλεη 

όηαλ ην n είλαη αξθεηά κεγάιν ώζηε 
  

   
  . Αθνύ        παίξλνπκε: 

   

   
                       



 

8. Άζξνηζκα 

Nα ππνινγίζεηε (έζησ θαη πξνζεγγηζηηθά) ην άζξνηζκα:   
 

  
 

 

  
 

 

  
   

 

  
. Τη γίλεηαη όηαλ ην 

n ηείλεη ζην άπεηξν;  

Ζ ζπλάξηεζε  ( )  
 

  
. H f είλαη θζίλνπζα θαη άξα: 
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Θα κπνξνύζακε λα παίξλακε κία αθόκα θαιύηεξε πξνζέγγηζε αλ ππνινγίδακε θάπνηνπο όξνπο ηνπ 

αζξνίζκαηνο θαη νινθιεξώλακε ην ππόινηπν.  
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Άξα γηα n ηείλεη ζην άπεηξν παίξλνπκε: 

  

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  
   

  

  
 

 

Ζ πξνζέγγηζε απηή είλαη αξθεηά θαιή αθνύ ηα δύν θξάγκαηα δηαθέξνπλ θαηά 1/12. Ζ αθξηβήο ηηκή 

ηνπ παξαπάλσ αζξνίζκαηνο είλαη 
  

 
, αιιά ε απόδεημε είλαη αξθεηά πνιύπινθε. 

 

9. Άζξνηζκα 

Ζ ζπλάξηεζε Εήηα ζ(k) ηνπ Riemann νξίδεηαη σο εμήο:  ( )  ∑
 

  
 
   . Να δείμεηε όηη  
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10. Γηλόκελν 

Να δείμεηε όηη (  
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Τν ζπγθεθξηκέλν γηλόκελν γίλεηαη σο εμήο: 
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αθνύ νη όξνη αθπξώλνληαη κεηαμύ ηνπο.  

 

  



 

Άιπηεο Αζθήζεηο 

1. Έλα θνξηεγό ζέιεη λα δηαζρίζεη κία έξεκν. Γπζηπρώο δελ ππάξρεη βελδηλάδηθν ζηελ έξεκν θαη 

αλ γεκίζεη ην ξεδεξβνπάξ δελ θηάλεη λα ηελ δηαζρίζεη. Αλ ζεσξήζνπκε όηη ζηελ άθξε ηεο 

εξήκνπ ππάξρεη βελδηλάδηθν όπνπ ην θνξηεγό κπνξεί λα γεκίδεη όζεο θνξέο ζέιεη θαη όηη ην 

θνξηεγό κπνξεί λα απνζεθεύεη βελδίλε κέζα ζηελ έξεκν, λα θάλεηε ηα εμήο: 

a. Να βξείηε κία δηαδηθαζία κε ηελ νπνία ην θνξηεγό ελδερνκέλσο λα κπνξεί λα πεξάζεη 

ηελ έξεκν.  

b. Να απνδείμεηε όηη κπνξεί λα πεξάζεη νπνηαδήπνηε έξεκν αλεμαξηήησο κήθνπο. 

 

2. Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα: ∑
     

   
 
    

 

3. Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα: ∑ ∑ (    (  
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4. (Concrete 2.37) Μπνξνύλ όια ηα νξζνγώληα κε πιεπξέο 1/θ θαη 1/(θ+1) – γηα θ ηείλεη ζην 

άπεηξν – λα ρσξέζνπλ ζε έλα ηεηξάγσλν κε κήθνο πιεπξάο 1. (ππόδεημε: απνδείμηε πξώηα όηη 

ε επηθάλεηά ηνπο ζπλνιηθά ηείλεη ζην 1). Έπεηηα δείμηε όηη ρσξάλε.  

 

5. (Concrete 2.35) Να απνδείμεηε ην ζεώξεκα ηνπ Goldbach ζύκθσλα κε ην νπνίν  

  
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

  
 
 

  
   ∑

 

   
   

 

όπνπ P είλαη ην ζύλνιν ησλ ηέιεησλ δπλάκεσλ ην νπνίν νξίδεηαη σο εμήο: 

  *              + 

 

6. Να βξείηε θιεηζηό ηύπν γηα ηα παξαθάησ αζξνίζκαηα-γηλόκελα: 

a. ∑ ∑ (
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