
Αζθήζεηο Καηαλόεζεο ζηα Αζξνίζκαηα θαη ζηελ Σπλδπαζηηθή 

Καηαιεθηηθή Ζκεξνκελία Παξάδνζεο: 8/1/2016 

(κε email ζηνλ βνεζό καζήκαηνο ζε κνξθή .pdf ή .doc) 

Να αλαγξάθεηε ζην παξαδνηέν ζαο ην ΑΔΜ θαη ην όλνκά ζαο. 

 

 

1. (15%) Κάλνληαο ρξήζε ελόο ζπλδπαζηηθνύ επηρεηξήκαηνο απνδείμηε όηη ε πνζόηεηα 
(   ) 

(   )  
 είλαη 

αθέξαηνο αξηζκόο. 

 

2. Yπνζέηνπκε όηη έρνπκε έλα αιθάβεην ην νπνίν απνηειείηαη από 4Α, 5Β θαη 3Γ (ηα γξάκκαηα 

θάζε νκάδαο είλαη κε δηαθξηηά κεηαμύ ηνπο, π.ρ. όια ηα Α ζεσξνύληαη ίδηα). Πόζεο ιέμεηο κήθνπο 

12 (κε πόζνπο ηξόπνπο κπνξνύκε λα κεηαζέζνπκε ηα γξάκκαηα ζε 12 ζέζεηο) αλ:  

α) (5%) Γελ έρνπκε θαλέλαλ πεξηνξηζκό. 

β) (15%) Πξέπεη λα εκθαλίδεηαη κέζα ζηελ ιέμε νπσζδήπνηε ε ζπκβνινζεηξά ΒΒΒ. 

 

3. (15%) Καηά πόζνπο ηξόπνπο 7 άλδξεο κπνξνύλ λα επηιεγνύλ από 12 έηζη ώζηε δύν 

ζπγθεθξηκέλνη απ’ απηνύο λα κελ είλαη πνηέ καδί; Γεληθεύζηε ζέηνληαο n αληί γηα 12 θαη k αληί γηα 

7. 

 

4. (20%) Θεσξνύκε όια ηα ζεκεία (α,β) ζην επίπεδν κε α,β αθεξαίνπο. Οξίδνπκε σο βήμα  

  Γ: ηε κεηάβαζε από ην ζεκείν (α,β) ζην (α+1,β)  

  Α: ηε κεηάβαζε από ην ζεκείν (α,β) ζην (α-1,β) 

      Π: ηε κεηάβαζε από ην ζεκείν (α,β) ζην (α,β+1) θαη  

  Κ: ηε κεηάβαζε από ην ζεκείν (α,β) ζην (α,β-1) 

Σην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη κία αθνινπζία 3 βεκάησλ (ΓΓΠ) κε αξρή ην (0,1) θαη ηέινο ην (2,2). 



                         

Α) Πόζεο είλαη νη δηαθνξεηηθέο αθνινπζίεο βεκάησλ πνπ δελ πεξηιακβάλνπλ βήκαηα Α θαη Κ, νη 

νπνίεο μεθηλνύλ από ην (0,0) θαη λα θαηαιήγνπλ ζην (x,y) κε x>0, y>0;  

Β)  Πόζεο είλαη νη δηαθνξεηηθέο αθνινπζίεο βεκάησλ πνπ δελ πεξηιακβάλνπλ βήκαηα Α θαη Κ, νη 

νπνίεο μεθηλνύλ από ην (0,0), δηέξρνληαη δηαδνρηθά από ηα ζεκεία (3,2) θαη (4,5) θαη θαηαιήγνπλ 

ζην (x,y), όπνπ x>4, y>5; 

Γ)  Πόζεο είλαη νη δηαθνξεηηθέο αθνινπζίεο βεκάησλ κήθνπο 2n,  πνπ μεθηλνύλ από ην (0,0), 

δηέξρνληαη από ην ζεκείν (k,n-k), 0≤k≤n, θαη θαηαιήγνπλ ζην (0,0); 

 

5. (15%) α) Βξείηε ην πιήζνο ησλ κεηαζέζεσλ όισλ ησλ 24 γξακκάησλ  ηνπ αιθάβεηνπ πνπ λα 

πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κία από ηηο ιέμεηο ΠΥΓΜΖ, ΤΕΑΚΗ, ΒΔΛΟΣ. 

β) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ κεηαζέζεσλ ησλ 24 γξακκάησλ ηνπ αιθάβεηνπ πνπ λα πεξηέρεη 

ηνπιάρηζηνλ κία εθ ησλ ιέμεσλ: ΤΖΝ, ΣΤΖΝ, ΑΣΤΖΝ, ΦΑΣΤΖΝ. 

γ) Πόζνη ζεηηθνί αθέξαηνη ≤1000 είλαη ζρεηηθά πξώηνη κε ην 15.  

6. (15%) α) Να ππνινγίζεηε πξνζεγγηζηηθά ην άζξνηζκα: ∑ √ 
  

    

β) Να ππνινγίζεηε αθξηβώο ην άζξνηζκα:   ( )  ∑
  

 

 
    (|x| < 1) 

γ) Να δείμεηε όηη ην ν θιεηζηόο ηύπνο ηνπ αζξνίζκαηνο ∑
 

(    )(    )
 
    είλαη 

 

    
. 

 

 

 

  



Ενδεικηικές Λύζεις 

 

1. Τν εξώηεκα καο νδεγεί ζηε ρξήζε ελόο ζπλδπαζηηθνύ επηρεηξήκαηνο, καο πξνηξέπεη δειαδή λα 

ςάμνπκε γηα έλα ζπλδπαζηηθό πξόβιεκα πνπ ε ιύζε ηνπ είλαη ε ζπγθεθξηκέλε πνζόηεηα. Αλ ην 

θαηαθέξνπκε δείρλνπκε θαη ην δεηνύκελν, θαζώο ε ιύζε ελόο ζπλδπαζηηθνύ πξνβιήκαηνο κπνξεί 

λα είλαη κόλν αθέξαηνο αξηζκόο. Τν γεγνλόο όηη παξαηεξνύκε έλα παξαγνληηθό όξν ζηνλ αξηζκεηή 

θαη ην γηλόκελν πνιιώλ όξσλ ζηνλ παξνλνκαζηή καο ζπκίδεη ηε ιύζε ζε   πξόβιεκα κεηαζέζεσλ 

νκάδσλ όκνησλ αληηθεηκέλσλ. Πξάγκαηη αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε 10! αληηθείκελα θαη αο 

ππνζέζνπκε όηη απηά κπνξνύλ λα ρσξηζηνύλ ζε νκάδεο πνπ θάζε κηα πεξηιακβάλεη 10 όκνηα κεηαμύ 

ηνπο αληηθείκελα. Οη νκάδεο πνπ δεκηνπξγνύληαη είλαη 10!/10=9!. Αλ ινηπόλ ππνινγίζνπκε ηνπο 

ηξόπνπο κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα κεηαζέζνπκε ηα 10! αληηθείκελα, απηνί ζα είλαη   

9!

9! θνξέο

(10!)! (10!)!

10! 10! 10! 10! (10!)


  
 

πνπ είλαη ππνρξεσηηθά αθέξαηνο αξηζκόο.   

 

2. α) Τν πξώην ππνεξώηεκα απνηειεί ηππηθό παξάδεηγκα κεηαζέζεσλ n=12 αληηθεηκέλσλ όπνπ 

ππάξρνπλ l=3 νκάδεο όκνησλ αληηθεηκέλσλ πνπ απνηεινύληαη από 4,5 θαη 3 αληηθείκελα αληίζηνηρα. 

Ο αξηζκόο ησλ δηαθνξεηηθώλ ιέμεσλ ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

!3!5!4

!12
 

 

β) Αο ζεσξήζνπκε αξρηθά όια ηα ππόινηπα γξάκκαηα πιελ ηεο ζπκβνινζεηξάο ΒΒΒ. 

Δθαξκόδνληαο ηνλ ηύπν πνπ ρξεζηκνπνηήζακε θαη ζην πξνεγνύκελν ππνεξώηεκα, ππνινγίδνπκε 

ηνπο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο κε ηνπο νπνίνπο κπνξνύκε λα δηαηάμνπκε ηα 9 γξάκκαηα (4Α, 2Β, 3Γ) 

πνπ είλαη 9!/(4!2!3!). Τόηε ππάξρνπλ 10 δπλαηέο ζέζεηο γηα λα ηνπνζεηήζνπκε έλα αθόκε 

αληηθείκελν: 

_Φ_Φ_Φ_Φ_Φ_Φ_Φ_Φ_Φ_ 

Τν αληηθείκελν όκσο πνπ θαινύκαζηε λα ηνπνζεηήζνπκε είλαη ην ΒΒΒ, θαη εθόζνλ ην γξάκκα Β 

πεξηέρεηαη ήδε ζηηο δηαηάμεηο πνπ έρνπκε ππνινγίζεη, ζα πξέπεη γηα θάζε δηάηαμε λα εμεηάζνπκε 

πόζεο από ηηο δπλαηέο ηνπνζεηήζεηο ηνπ ΒΒΒ νδεγνύλ ζε δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο ιέμεηο κήθνπο 

12. 

Θα δείμνπκε όηη γηα θάζε δηάηαμε ππάξρνπλ κόλν 8 ηνπνζεηήζεηο πνπ νδεγνύλ ζε δηαθνξεηηθέο 

ιέμεηο. Πξάγκαηη αλ ζε κηα δηάηαμε ησλ 9 γξακκάησλ, ηα δύν Β δελ βξίζθνληαη ζε ζεηξά, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ζηε: 



 

_Φ_Β_Φ_Φ_Φ_Β_Φ_Φ_Φ_ 

ηόηε ε ηξηάδα ΒΒΒ είηε κπεη κπξνζηά είηε πίζσ από θάπνην Β δίλεη ην ίδην απνηέιεζκα. Θα πξέπεη 

λα πξνζέμνπκε όηη ην ζπκπέξαζκα απηό ηζρύεη θαη αλ αθόκε ην έλα ή θαη ηα δύν Β βξίζθνληαη ζηα 

άθξα ηεο δηάηαμεο. 

Αλ ηα 2Β είλαη ζπλερόκελα  

_Φ_Φ_Φ_Β_Β_Φ_Φ_Φ_Φ_ 

ηόηε ε ηξηάδα ΒΒΒ είηε κπεη πξηλ από ην πξώην Β, είηε αλάκεζα ζηα δύν Β, είηε κεηά ην δεύηεξν Β 

δίλεη ην ίδην απνηέιεζκα. Άξα θαη πάιη ππάξρνπλ 8 ηνπνζεηήζεηο πνπ νδεγνύλ ζε δηαθνξεηηθέο 

ιέμεηο. 

Γείμακε ινηπόλ όηη γηα θάζε δηάηαμε ησλ γξακκάησλ 4Α, 2Β, 3Γ δεκηνπξγνύληαη 8 δηαθνξεηηθέο 

ιέμεηο κήθνπο 12 κε ηνπνζέηεζε ηεο ζπκβνινζεηξάο ΒΒΒ. Σύκθσλα κε ηνλ θαλόλα ηνπ γηλνκέλνπ 

ππάξρνπλ 8*[9!/(4!2!3!)]=10080 δηαθνξεηηθέο ιέμεηο κήθνπο 12. 

 

3.  

Λύζε Α: 

Τν πξόβιεκα ζα ιπζεί γεληθά αξρηθά θαη ζηε ζπλέρεηα ζα ηνπνζεηήζνπκε ηα ζπγθεθξηκέλα 

λνύκεξα. Έζησ ινηπόλ όηη n ν αξηζκόο ησλ αλδξώλ. Αο ζεσξήζνπκε όηη Α1 θαη Α2 είλαη νη δύν 

άλδξεο πνπ δε ζα πξέπεη λα είλαη καδί. Τόηε πξνθαλώο νη ππόινηπνη άλδξεο είλαη ζε αξηζκό n-2. Αο 

ζεσξήζνπκε ινηπόλ 2 ζύλνια αλδξώλ. Τν ζύλνιν πνπ απνηειείηαη από ηνπο n-2 άλδξεο θαη ηνλ Α1, 

θαη ην ζύλνιν πνπ απνηειείηαη από ηνπο n-2 άλδξεο θαη ηνλ Α2. Τόηε αλ ζεσξήζνπκε μερσξηζηά ηα 

δύν ζύλνια θαη πάξνπκε ηνπο ζπλδπαζκνύο k αλδξώλ από θάζε ζύλνιν θαλέλαο από ηνπο 

ζπλδπαζκνύο απηνύο δελ ζα πεξηιακβάλεη ηαπηόρξνλα ηνπο Α1 θαη Α2. Γηα θάζε έλα από ηα ζύλνια 

n-1 αλδξώλ νη δπλαηνί ζπλδπαζκνί είλαη: 

C(n-1,k)= 
)!1(!

)!1(

knk

n




 

Γηα λα βξνύκε ινηπόλ ην ηειηθό απνηέιεζκα ζα πξέπεη λα πξνζζέζνπκε ηνπο ζπλδπαζκνύο πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηα δύν ζύλνια θαη λα αθαηξέζνπκε ηνπο ζπλδπαζκνύο πνπ είλαη θνηλνί. Απηνί 

όκσο είλαη νη ζπλδπαζκνί k αλδξώλ από ηνπο n-2 άλδξεο πνπ είλαη θνηλνί θαη γηα ηα δύν ζύλνια. 

Άξα νη θνηλνί ζπλδπαζκνί είλαη: 

C(n-2,k)= 
)!2(!

)!2(

knk

n




 

Με βάζε ηα παξαπάλσ ην δεηνύκελν πξνθύπηεη από ηνλ παξαθάησ ηύπν: 

2
)!1(!

)!1(

knk

n




-

)!2(!

)!2(

knk

n




 

Αληηθαζηζηώληαο ηα λνύκεξα παίξλνπκε ην αθόινπζν απνηέιεζκα: 

2
)!4(!7

!11


-

!3!7

!10


=2x330-120=540 

 

Λύζε B:  

 



Μπνξνύκε λα δηαιέμνπκε ηνπο k άλδξεο κε ηξεηο ηξόπνπο: 

 

 Τνλ Α1 θαη k-1 από ηνπο ππόινηπνπο n-2 (εμαηξνύκε θαη ηνλ Α2 από ηνπο ππόινηπνπο) 

 Τνλ Α2 θαη k-1 από ηνπο ππόινηπνπο n-2 (εμαηξνύκε θαη ηνλ Α1 από ηνπο ππόινηπνπο) 

 Καλέλαλ από ηνπο Α1 θαη Α2, άξα k από ηνπο ππόινηπνπο n-2 

 

Άξα ππάξρνπλ 
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k

n 2
 ηξόπνη  

 

Γηα n=12 θαη k=7 ν παξαπάλσ ηύπνο δίλεη θαη πάιη 540 δπλαηνύο ηξόπνπο επηινγήο. 

 

Σημείωζη: Ζ άζθεζε ζα ζεσξεζεί απόιπηα ζσζηή θαη αλ ππνινγίζεηε ηνλ αξηζκό ησλ 

ζπλδπαζκώλ πνπ πξνθύπηνπλ αλ κία ζέζε από ηηο 7 είλαη πηαζκέλε ππνρξεσηηθά από έλαλ από ηνπο 

δύν ζπγθεθξηκέλνπο άληξεο. Σηελ πεξίπησζε απηή νη δύν άληξεο Α1 θαη Α2 δελ είλαη πνηέ καδί, 

νύηε ζηνπο 7 πνπ επηιέγνπκε νύηε ζηνπο 5 πνπ κέλνπλ Άξα ηζρύνπλ κόλν νη 2 από ηνπο παξαπάλσ 

ηξεηο ηξόπνπο επηινγήο θαη νη δπλαηνί ζπλδπαζκνί είλαη: 

420
!4!6

!102

)!1()!1(

)!2(2

1

2
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knk

n

k

n
ηξόπνη 

 

 

4.  

Α) Αο ζεσξήζνπκε x ζε πιήζνο βήκαηα Γ θαη y ζε πιήζνο βήκαηα Π. Τόηε μεθηλώληαο από ην 

ζεκείν (0,0), κε νπνηαδήπνηε ζεηξά θαη αλ εθηειέζνπκε ηα παξαπάλσ βήκαηα ζα θαηαιήμνπκε ζην 

ζεκείν (x,y). Δπηπιένλ νπνηαδήπνηε πξνζζήθε ε απνκάθξπλζε βήκαηνο Γ ή Π ζα δεκηνπξγήζεη 

αθνινπζία βεκάησλ πνπ δελ θαηαιήγεη ζην (x,y). Δπνκέλσο έρνπκε πξόβιεκα κεηαζέζεσλ δύν 

νκάδσλ όκνησλ βεκάησλ, από ηηο νπνίεο ε πξώηε απνηειείηαη από x ζε πιήζνο αληηθείκελα 

(βήκαηα) Γ θαη ε δεύηεξε απνηειείηαη από y ζε πιήζνο αληηθείκελα (βήκαηα) Γ. Τν πιήζνο ησλ 

αθνινπζηώλ ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

( )!

! !

x y

x y


 

Β) Σύκθσλα κε ηελ απάληεζε ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα, νη ηξόπνη κεηαθίλεζεο από ην ζεκείν 

(0,0) ζην ζεκείν (3,2) είλαη:  

(3 2)! 5!

3!2! 3!2!


  

Οη ηξόπνη κεηαθίλεζεο από ην ζεκείν (3,2) ζην ζεκείν (4,5) είλαη αθξηβώο ίζνη κε ηνπο ηξόπνπο 

κεηαθίλεζεο από ην ζεκείν (0,0) ζην ζεκείν (1,3):  

(1 3)! 4!

1!3! 1!3!


  

Οη ηξόπνη κεηαθίλεζεο από ην ζεκείν (4,5) ζην ζεκείν (x,y) είλαη αθξηβώο ίζνη κε ηνπο ηξόπνπο 

κεηαθίλεζεο από ην ζεκείν (0,0) ζην ζεκείν (x-4,y-5):  



( 4 5)! ( 9)!

( 4)!( 5)! ( 4)!( 5)!

x y x y

x y x y

    


   
 

Τα παξαπάλσ ηξία γεγνλόηα είλαη αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο, αιιά πξέπεη λα ζπλππάξμνπλ 

πξνθεηκέλνπ ε αθνινπζία λα μεθηλήζεη από ην (0,0) θαη λα θαηαιήμεη ζην (x,y) αθνύ δηέιζεη από ηα 

ζεκεία (3,2), (4,5). Δπνκέλσο ην πιήζνο ησλ δεηνύκελσλ αθνινπζηώλ πξνθύπηεη κε εθαξκνγή ηνπ 

θαλόλα ηνπ γηλνκέλνπ:   

5! 4! ( 9)! ( 9)!
40

3!2! 1!3! ( 4)!( 5)! ( 4)!( 5)!

x y x y

x y x y

   
  

   
 

Γ) Οπνηαδήπνηε αθνινπζία βεκάησλ μεθηλά από ην ζεκείν (0,0) θαη θαηαιήγεη ζην ζεκείν (k,n-k) 

απαηηεί ηνπιάρηζηνλ k βήκαηα Γ θαη ηνπιάρηζηνλ n-k βήκαηα Π. Αληίζηνηρα, νπνηαδήπνηε 

αθνινπζία βεκάησλ από ην ζεκείν (k,n-k) ζην ζεκείν 0 απαηηεί ηνπιάρηζηνλ k βήκαηα Α θαη 

ηνπιάρηζηνλ n-k βήκαηα Κ. Δπνκέλσο κηα αθνινπζία πνπ μεθηλά από ην ζεκείν (0,0) θαη θαηαιήγεη 

ζην ζεκείν (0,0) αθνύ δηέιζεη από ην ζεκείν (k,n-k) απαηηεί ηνπιάρηζηνλ k βήκαηα Γ,  n-k βήκαηα 

Π, k βήκαηα Α θαη n-k βήκαηα Κ, δειαδή ηνπιάρηζηνλ k+n-k+k+n-k=2n ζπλνιηθά βήκαηα. Αθνύ 

όκσο ην εξώηεκα αθνξά ζε αθνινπζίεο κήθνπο 2n, απαηηνύληαη αθξηβώο k βήκαηα Γ,  n-k βήκαηα 

Π, k βήκαηα Α θαη n-k βήκαηα Κ. Δπηπιένλ ζα πξέπεη λα πξνεγεζνύλ θαη λα εμαληιεζνύλ ηα 

βήκαηα Γ θαη Π, αθνύ νπνηαδήπνηε παξεκβνιή ζε απηά ζπκβόινπ Α ή Κ, ζα έρεη σο ζπλέπεηα λα 

κε δηέιζεη ε αθνινπζία από ην ζεκείν (k,n-k). Έρνπκε δειαδή δύν πξνβιήκαηα κεηαζέζεσλ 

νκάδσλ όκνησλ αληηθεηκέλσλ θαη ζε θάζε πξόβιεκα ππάξρνπλ δύν νκάδεο όκνησλ αληηθεηκέλσλ 

από ηηο νπνίεο ε κία απνηειείηαη από k αληηθείκελα θαη ε άιιε από  n-k αληηθείκελα. Τα δύν απηά 

γεγνλόηα είλαη αλεμάξηεηα θαη ζύκθσλα κε ηνλ θαλόλα ηνπ γηλνκέλνπ, ην δεηνύκελν απνηέιεζκα 

είλαη: 

 

   

2

2 2

!( )! ( )!

!( )! !( )! ! ( )!

nk n k k n k
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5.  

α) Έζησ όηη Π, Τ θαη Β είλαη ηα ζύλνια ησλ κεηαζέζεσλ ησλ 24 γξακκάησλ πνπ πεξηέρνπλ 

αληίζηνηρα ηηο ιέμεηο ΠΥΓΜΖ, ΤΕΑΚΗ θαη ΒΔΛΟΣ. Άξα ην ζύλνιν ησλ κεηαζέζεσλ πνπ πεξηέρεη 

ηνπιάρηζηνλ κία από απηέο ηηο ιέμεηο ζα είλαη ε έλσζή ηνπο: 

|     | 

Από εγθιεηζκό-απνθιεηζκό πξνθύπηεη όηη: 

|     |  | |  | |  | |  |   |  |   |  |   |  |     |

                                             

Τν | | είλαη 20! αθνύ ηε ιέμε ΠΥΓΜΖ κπνξνύκε λα ηελ ζεσξήζνπκε σο έλα γξάκκα (αθνύ θαη ηα 

5 γξάκκαηα ζα πξέπεη λα είλαη ζπλερόκελα). Δπνκέλσο έρνπκε ηηο κεηαζέζεηο ησλ 19 γξακκάησλ 

ζπλ ην έλα θαηλνύξγην πνπ αληηζηνηρεί ζηε ιέμε. Οκνίσο δνπιεύνπκε θαη ζηα ππόινηπα. 



β) Έζησ Τ, Σ, Α θαη Φ ηα ζύλνια πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο κεηαζέζεηο 24 γξακκάησλ πνπ πεξηέρνπλ 

ηηο ιέμεηο ΤΖΝ, ΣΤΖΝ, ΑΣΤΖΝ θαη ΦΑΣΤΖΝ αληίζηνηρα. Παξαηεξνύκε όηη        . Απηό 

ζεκαίλεη όηη δελ ρξεηάδεηαη λα κεηξήζνπκε ηίπνηα παξαπάλσ από ην Τ. Άξα ην πιήζνο ησλ 

κεηαζέζεσλ είλαη  

|       |  | |      

 

γ) Έλαο αθέξαηνο είλαη ζρεηηθά πξώηνο κε ην 15 αλ δελ δηαηξείηαη από ην 3 θαη ην 5. Έζησ Α ην 

ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ ζην δηάζηεκα [1,1000] πνπ δηαηξείηαη από ην 3 θαη Β ην αληίζηνηρν ζύλνιν 

αξηζκώλ πνπ δηαηξείηαη από ην 5. Τόηε, ην πιήζνο ησλ αξηζκώλ πνπ δελ είλαη ζρεηηθά πξώηνη είλαη 

νη :  

|   |  | |  | |  |   | 

όπνπ  | |  ⌊
    

 
⌋. 

Άξα: 

|   |                 

Άξα ην πιήζνο ησλ αξηζκώλ πνπ είλαη ζρεηηθά πξώηνη κε ην 15 είλαη: 

|   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|               

 

6. 

 

 

α) Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο νινθιήξσζεο: Έζησ  ( )  √ 
 

, ε νπνία είλαη αύμνπζα 

ζπλάξηεζε. Ηζρύεη όηη: 

∫ 
 
 

 

 

   ∑ √ 
 

 

   

 ∫  
 
 

   

 

   

Ηζρύεη όηη:  

∫ 
 
 

 

 

   
 

 
 
 
 |
 

 

 
 

 
 
 
  

∫  
 
 

   

 

   
 

 
 
 
 |
 

   

 
 

 
(   )

 
  

 

 
 

Άξα: 



 

 
 
 
  ∑ √ 

 

 

   

 
 

 
(   )

 
  

 

 
 

 

β)  

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε νινθιήξσζε ελόο γλσζηνύ αζξνίζκαηνο γηα λα ππνινγίζνπκε ην δεηνύκελν 

άζξνηζκα. Έζησ όηη   ( )  ∑    
    

 

   
. Τόηε:  

∫  ( )   ∑
    

   

 

   

   

γηα νπνηαδήπνηε ζηαζεξά c θαη άξα θαη γηα c=0. Δπίζεο, αλ ζέζνπκε j=i+1 έρνπκε: 

∑
  

 

 

   

   ( ) 

Άξα: 

  ( )  ∫  ( )   ∫
 

   
      (   ) 

 

γ) Θα ην δείμνπκε κε επαγσγή: 

Γηα n=1 ηζρύεη αθνύ: 
 

   
 
 

 
. 

Έζησ όηη ηζρύεη γηα k-1. Τόηε γηα k έρνπκε: 

∑
 

(    )(    )

 

   

 (∑
 

(    )(    )

   

   

)  
 

(    )(    )
  

από ηελ επαγσγηθή ππόζεζε έρνπκε: 

   

    
 

 

(    )(    )
 
(   )(    )   

(    )(    )
 

     

(    )(    )
 

 (    )

(    )(    )

 
 

    
 

θαη επνκέλσο απνδείρηεθε ην δεηνύκελν. 


