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Πώξ Ακηημεηςπίδμομε ηεκ NP-
πιενόηεηα; 

Γ: Έζης όηη ζέις κα ιύζς έκα NP-πιήνεξ πνόβιεμα. Τη 
πνέπεη κα θάκς; 
Α. Η ζεςνία ακαθένεη όηη είκαη μάιιμκ απίζακμ κα βνεηξ 
πμιοςκομηθό αιγόνηζμμ.  
 
Θα πνέπεη κα ζοζηάζμομε θάηη από ηα ελήξ: 
 Βέιηηζηε ιύζε πνμβιήμαημξ. 
 Γπίιοζε πνμβιήμαημξ ζε πμιοςκομηθό πνόκμ.  
 Γπίιοζε αοζαίνεηςκ ζηηγμημηύπςκ ημο πνμβιήμαημξ.  

 
 

Αοηή (θαη ε επόμεκε;;;) δηάιελε: Γπίιοζε εηδηθώκ 
πενηπηώζεςκ NP-πιήνςκ πνμβιεμάηςκ πμο εμθακίδμκηαη 
ζηεκ πνάλε .  



10.1  ΓΌΡΓ΢Η ΜΙΚΡ΍Ν 
ΚΑΛΌΦΓΩΝ ΚΟΡΤΦ΍Ν 
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Κάιομμα Κμνοθώκ 

Κάιομμα Κμνοθώκ: Δμζέκημξ εκόξ γναθήμαημξ G = (V, 
E) θαη εκόξ αθεναίμο k, οπάνπεη οπμζύκμιμ ηςκ 
θμνοθώκ S  V έηζη ώζηε |S|  k, θαη γηα θάζε αθμή (u, 
v) ζα ηζπύεη είηε u  S, ή v  S, ή θαη ηα δύμ.  
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k = 4 
S = { 3, 6, 7, 10 } 
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Γύνεζε Μηθνώκ Καιομμάηςκ Κμνοθώκ 
Γ.  Τη γίκεηαη ακ ημ k είκαη μηθνό; 
 
Γλακηιεηηθή Ακαδήηεζε.  O(k n

k+1). 
 Δμθημάδμομε ηα C(n, k) = O(nk) οπμζύκμια μεγέζμοξ k. 
 Απαηηείηαη O(k n) πνόκμξ γηα έιεγπμ ακ έκα οπμζύκμιμ είκαη 

θάιομμα θμνοθώκ.  
 
 

Σηόπμξ: Πενημνηζμόξ ηεξ εθζεηηθήξ ελάνηεζεξ ζημ k, π.π. ζε O(2k 
k n).  
 
π.π.  n = 1,000, k = 10. 
Γλακηιεηηθή Ακαδήηεζε    k n

k+1  = 1034     με δηαπεηνίζημμ 
Καιύηενε Λύζε:  2k k n = 107       δηαπεηνίζημμ 
 
Σπόιημ: Ακ ημ k είκαη ζηαζενά, μ αιγόνηζμμξ είκαη πμιοςκομηθόξ, 
θαη ακ ημ k είκαη μηθνό, ηόηε είκαη θαη πναθηηθόξ αιγόνηζμμξ. 
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Γύνεζε Μηθνώκ Καιομμάηςκ Κμνοθώκ 
Ιζπονηζμόξ.  Έζης u-v μία αθμή ημο G.  Τμ G έπεη θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ 

 k ακ θαη μόκμ ακ ημοιάπηζημκ έκα από ηα G  { u } θαη G  { v } έπεη θάιομμα 

θμνοθώκ μεγέζμοξ  k-1. 

 

Απόδεηλε:  

 Έζης όηη ημ G έπεη θάιομμα θμνοθώκ S μεγέζμοξ  k. 

 Τμ S πενηέπεη είηε ηεκ u ή ηεκ v (ή θαη ηηξ δύμ). Έζης όηη πενηέπεη ηεκ u. 

 Τμ S  { u } είκαη έκα θάιομμα θμνοθώκ ημο G  { u }. 

 

 

 Έζης όηη ημ S είκαη θάιομμα θμνοθώκ ημο G  { u } μεγέζμοξ  k-1. 

 Τόηε ημ S  { u } είκαη έκα θάιομμα θμνοθώκ γηα ημ G.  ▪ 

 

 

Ιζπονηζμόξ: Ακ ημ G έπεη θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ k, έπεη  k(n-1) αθμέξ. 

Απόδεηλε: Κάζε θμνοθή θαιύπηεη ημ πμιύ n-1 αθμέξ. ▪ 

 

Δηαγναθή v θαη όιςκ ηςκ πνμζθείμεκςκ αθμώκ 
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Γύνεζε Μηθνώκ Καιομμάηςκ Κμνοθώκ:  
Αιγόνηζμμξ 

Ιζπονηζμόξ.  Ο αθόιμοζμξ αιγόνηζμμξ βνίζθεη ακ ημ G έπεη θάιομμα 

θμνοθώκ μεγέζμοξ  k ζε O(2k kn) πνόκμ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδεηλε. 

 Η μνζόηεηα πνμθύπηεη από ηεκ πνμεγμύμεκε δηαθάκεηα.  

 Υπάνπμοκ  2k+1 θμνοθέξ ζημ δέκδνμ ακαδνμμήξ θαη θάζε ακαδνμμή 

απαηηεί O(kn) πνόκμ. ▪ 

boolean Vertex-Cover(G, k) { 

   if (G contains no edges)   return true 

   if (G contains  kn edges) return false 

    

   let (u, v) be any edge of G 

   a = Vertex-Cover(G - {u}, k-1) 

   b = Vertex-Cover(G - {v}, k-1) 

   return a or b 

} 
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Γύνεζε Μηθνώκ Καιομμάηςκ Κμνοθώκ 
:  Δέκδνμ Ακαδνμμήξ 
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10.2  ΓΠΊΛΤ΢Η NP-
ΔΌ΢ΚΟΛΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΆΣΩΝ 
΢Γ ΔΈΝΔΡΑ 
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Ακελάνηεημ Σύκμιμ ζε Δέκδνα 

Δμζέκημξ εκόξ δέκδνμο, βνείηε έκα οπμζύκμιμ θόμβςκ μέγηζημο 

πιεζάνηζμμο έηζη ώζηε θακέκα δεύγμξ κα μεκ μμηνάδεηαη αθμέξ.  

 

Έκα δέκδνμ με δύμ ημοιάπηζημκ θόμβμοξ  

έπεη ημοιάπηζημκ δύμ θύιια. 

 

 

Παναηήνεζε.  Ακ ημ v είκαη θύιιμ, οπάνπεη έκα  

μέγηζημο μεγέζμοξ ακελάνηεημ ζύκμιμ πμο πενηέπεη ημ v. 

 

Απόδεηλε.  (επηπείνεμα ακηηθαηάζηαζεξ) 

 Έζης έκα μέγηζημο μεγέζμοξ ακελάνηεημ ζύκμιμ S. 

 Ακ v  S, ηόηε είμαζηε ΟΚ. 

 Ακ u  S θαη v  S, ηόηε S   { v } είκαη ακελάνηεημ  S δεκ είκαη 

μέγηζημ. 

 Ακ u  S θαη v  S, ηόηε S   { v }  { u } είκαη ακελάνηεημ.  ▪ 

v 

u 

βαζμόξ= 1 
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Ακελάνηεημ Σύκμιμ ζε Δέκδνα: 
Άπιεζημξ Αιγόνηζμμξ 

Θεώνεμα.  Ο θάηςζη άπιεζημξ αιγόνηζμμξ βνίζθεη έκα μέγηζημο μεγέζμοξ 

ακελάνηεημ ζύκμιμ ζε δάζε, (θαη άνα ζε δέκδνα).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδεηλε.  Η μνζόηεηα πνμθύπηεη από ηεκ πνμεγμύμεκε παναηήνεζε.  ▪ 

Παναηήνεζε. Σε O(n) πνόκμ δηαπενκώκηαξ ημοξ θόμβμοξ ζε μεηαδηάηαλε. 

Γνώηεζε: Τη ζα ζομβεί ζε αοζαίνεηα γναθήμαηα με ημκ παναπάκς 

αιγόνηζμμ; 

Independent-Set-In-A-Forest(F) { 

   S   

   while (F has at least one edge) { 

      Let e = (u, v) be an edge such that v is a leaf 

      Add v to S 

      Delete from F nodes u and v, and all edges 

         incident to them. 

   } 

   return S 

} 
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Ακελάνηεηα Σύκμια Μέγηζηεξ 
Βανύηεηαξ ζε Δέκδνα 

Δμζέκημξ εκόξ δέκδνμο όπμο μη θόμβμη έπμοκ βάνε wv > 0, βνείηε έκα ακελάνηεημ 

ζύκμιμ S πμο μεγηζημπμηεί ημ vS wv.  

 

Παναηήνεζε.  Ακ (u, v) είκαη μία αθμή έηζη ώζηε μ v κα είκαη θύιιμ, ηόηε είηε μ 

OPT πενηιαμβάκεη ημκ u, ή πενηιαμβάκεη όια ηα θύιια πμο πνόζθεηκηαη ζημκ u. 

 

Δοκαμηθόξ Πνμγναμμαηηζμόξ; Έζης ε νίδα ημο δέκδνμο r. 

 OPTin  (u) = μέγηζημο βάνμοξ ακελάνηεημ ζύκμιμ  

ημο οπμδέκδνμο με νίδα ημο u, πενηέπμκηαξ ημ u. 

 OPTout(u) = μέγηζημο βάνμοξ ακελάνηεημ ζύκμιμ 

ημο οπμδέκδνμο με νίδα ζημ u, πςνίξ κα πενηέπεη ημ u. 

 

 

  



OPTin (u)  wu    OPTout (v)
v  children (u)



OPTout (u)  max OPTin (v), OPTout (v) 
v  children (u)



r 

u 

v w x 

children(u) = { v, w, x } 



13 

Ακελάνηεηα Σύκμια Μέγηζηεξ Βανύηεηαξ 
ζε Δέκδνα: Δοκαμηθόξ Πνμγναμμαηηζμόξ 

Θεώνεμα. Ο αιγόνηζμμξ δοκαμηθμύ πνμγναμμαηηζμμύ βνίζθεη ημ μέγηζημο βάνμοξ 

ακελάνηεημ ζύκμιμ ζε έκα δέκδνμ ζε O(n) πνόκμ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδεηλε. Απαηηείηαη O(n) πνόκμξ αθμύ θάζε θόμβμξ πμο επηζθεπηόμαζηε ζε 

μεηαδηάηαλε θαη θάζε αθμή ειέγπεηαη μία θμνά.  ▪ 

Weighted-Independent-Set-In-A-Tree(T) { 

   Root the tree at a node r 

   foreach (node u of T in postorder) { 

      if (u is a leaf) { 

         Min [u] = wu 

         Mout[u] = 0 

      } 

      else { 

         Min [u] = wu + vchildren(u) Mout[v] 

         Mout[u] = vchildren(u) max(Min[v], Mout[v]) 

      } 

   } 

   return max(Min[r], Mout[r]) 

} 

Γλαζθαιίδεη όηη επηζθεπηόμαζηε έκακ θόμβμ 
αθμύ επηζθεπημύμε όια ηα παηδηά ημο. 
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Ιδέα 

Ακελάνηεημ Σύκμιμ ζε Δέκδνα. Αοηή ε δμμηθή ηδηαίηενε πενίπηςζε είκαη 

δηαπεηνίζημε αθμύ μπμνμύμε κα βνμύμε έκακ θόμβμ πμο απμθόπηεη ηεκ 

επηθμηκςκία μεηαλύ οπμπνμβιεμάηςκ ζε δηαθμνεηηθά οπμδέκδνα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Γναθήμαηα με θναγμέκμ δεκδνηθό πιάημξ. (10.4 αιιά δεκ ζα ημ θάκμομε) 

Γεκίθεοζε δέκδνςκ έηζη ώζηε: 

 Ακηηζημηπεί ζε μία πιμύζηα μηθμγέκεηα γναθεμάηςκ πμο εμθακίδμκηαη 

ζηεκ πνάλε. 

 Γπηηνέπεη ηεκ δηάζπαζε ζε ακελάνηεηα θμμμάηηα.  

u u 



ΣΟ ΠΡ΋ΒΛΗΜΑ ΣΗ΢ 
ΚΑΣΑΝΟΜΉ΢ 
ΚΑΣΑΥΩΡΗΣ΍Ν 



16 

Καηακμμή Καηαπςνεηώκ 

Καηακεμεηήξ Καηαπςνεηώκ. Μένμξ ημο βειηηζημπμηεηή ζε έκακ 

μεηαγιςηηηζηή πμο θαζμνίδεη πμηεξ μεηαβιεηέξ απμζεθεύμκηαη ζε πμημοξ 

θαηαπςνεηέξ θαηά ηε δηάνθεηα εθηέιεζεξ ημο πνμγνάμμαημξ. 

 

Γνάθεμα Αιιειεπηδνάζεςκ.  Οη θόμβμη ακηηζημηπμύκ ζε δηαζηήμαηα 

ύπανλεξ. Η αθμή u-v οπάνπεη ακ ζε μία πνάλε ηόζμ μ u όζμ θαη μ v είκαη 

οπανθημί. 

 

Παναηήνεζε.  [Chaitin, 1982] Τμ πνόβιεμα ιύκεηαη ακ θαη μόκμ ακ ημ 

γνάθεμα αιιειεπηδνάζεςκ είκαη k-πνςμαηίζημμ. 

 

Ακ δεκ είκαη; Ακ ημ γνάθεμα δεκ είκαη k-πνςμαηίζημμ (ή δεκ βνίζθμομε 

έκακ k-πνςμαηηζμό), θάπμηεξ μεηαβιεηέξ ηηξ απμζεθεύμομε ζηε θύνηα 

μκήμε θαη ηηξ επακαθένμομε όηακ πνεηάδμκηαη. 

Τοπηθά είκαη με ζοπκά πνεζημμπμηήζημεξ μεηαβιεηέξ 
πμο δεκ είκαη ζημ εζςηενηθό επακαιήρεςκ.  

μεηαβιεηέξ 
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Μία Καιή Ιδηόηεηα 

Σπόιημ.  Τμ Πνόβιεμα ηεξ Καηακμμήξ Καηαπςνεηώκ είκαη NP-δοζπενέξ. 

 

Ιδηόηεηα.  Ακ έκαξ θόμβμξ v ζημ γνάθεμα G έπεη <k γείημκεξ, ημ 

G είκαη k-πνςμαηίζημμ ακ θαη μόκμ ακ ημ G  { v } είκαη k-πνςμαηίζημμ. 

 

 

Απόδεηλε.  Δηέγναρε ημκ v από ημ G θαη πνςμάηηζε ημ G  { v }. 

 Ακ ημ G  { v } δεκ είκαη k-πνςμαηίζημμ, ηόηε δεκ είκαη θαη ημ G. 

 Ακ ημ G  { v } είκαη k-πνςμαηίζημμ, ηόηε οπάνπεη ημοιάπηζημκ έκα 

πνώμα γηα ημκ v.   ▪ 

 

Δηαγναθή ημο v θαη ηςκ πνμζθείμεκςκ αθμώκ 

k = 2 

Τμ G είκαη 2-πνςμαηίζημμ ακ θαη  
όιμη μη θόμβμη έπμοκ βαζμό 2 

v 

k = 3 
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Ό Αιγόνηζμμξ ημο Chaitin 

Vertex-Color(G, k) { 

   while (G is not empty) { 

      Pick a node v with fewer than k neighbors 

      Push v on stack 

      Delete v and all its incident edges 

   } 

   while (stack is not empty) { 

      Pop next node v from the stack 

      Assign v a color different from its neighboring 

      nodes which have already been colored 

   } 

} 

π.π. ημκ θόμβμ με ημοξ ιηγόηενμοξ γείημκεξ 
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Ο Αιγόνηζμμξ ημο Chaitin 

Θεώνεμα.  [Kempe 1879, Chaitin 1982] Ο αιγόνηζμμξ ημο Chaitin 
πανάγεη  έκακ k-πνςμαηηζμό γηα θάζε γνάθεμα με μέγηζημ βαζμό k-1. 
Απόδεηλε. Από ημ γεγμκόξ όηη θάζε θόμβμξ έπεη <k γείημκεξ. 

 
 
 

Ο αιγόνηζμμξ επηηογπάκεη πνςμαηηζμό αθόμα θαη γηα γναθήμαηα με 
μέγηζημ βαζμό μεγαιύηενμ ημο k.  

 
 

Σηεκ Πνάλε.  Ο αιγόνηζμμξ ημο Chaitin είκαη ελαηνεηηθά απμδμηηθμξ 
θαη πνεζημμπμηείηαη εονέςξ ζε μεηαγιςηηηζηέξ γηα ηεκ θαηακμμε΄ζε 
θαηαπςνεηέξ.  


